CAPITULO 


V I 


Construcciones 


Las construcciones geométricas interesan a jóvenes y adultos. A los 
niños les gusta hacer decoraciones para la mesa de sus fiestas de 
cumpleaños, de Navidad o de otras ocasiones especiales. Probable¬ 
mente, el gusto por hacer canastos de papel, pegarles el asa, pin¬ 
tarles los lados, está estimulado por la ilusión de tener el canasto 
lleno de dulces en la fiesta. A medida que el niño crece la afición 
por las construcciones geométricas puede manifestarse en juegos 
con reglas, compases y transportadores, haciendo estrellas, tarje¬ 
tas de saludo y, más tarde, construyendo cuerpos geométricos. Al¬ 
gunos adultos pasan del papel y la goma de pegar al tallado en 
madera y a los trabajos en metal. Otros, construyen modelos de 
trenes, barcos y aun ciudades completas. Unos pocos deciden desa¬ 
fiar a las autoridades matemáticas y tratan de resolver el problema 
clásico de trisecuir un ángulo (Cap. vi, Secciones (i a 8). El irre¬ 
sistible atractivo de las construcciones geométricas puede brindar 
muchas horas felices a jóvenes y adultos. 

En este capitulo nos referiremos a construcciones en la geome¬ 
tría plana euclidiana. Aprenderemos (Cap. vi-4) que las construc¬ 
ciones clásicas que emplean solamente regla y compás pueden usar¬ 
se para efectuar las cuatro operaciones racionales y la extracción 
de raíz cuadrada. Es así como —dada una recta cualquiera con un 
origen y un punto unidad para designar la unidad de distancia y 
el sentido positivo o dirección sobre la recta—, podemos asociar a 
los enteros positivos con puntos que resultan de agregar unidades 
sobre la recta; y los enteros negativos con pumos que resultan al 
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sustraer unidades; y los números racionales con puntos que re¬ 
sultan por multiplicación y división. En otras palabras, podemos 
construir sobre una recta el conjunto de puntos racionales respec¬ 
to de un origen dado y del punto unidad. En general, dados el 
origen y el punto unidad, podemos construir todos los puntos 
sobre la recta, cuyas coordenadas se puedan expresar por medio 
de un número finito de números racionales, de operaciones racio¬ 
nales y de extracción de raíces cuadradas. Aún más, estos son los 
únicos puntos sobre la recta que pueden construirse a partir de 
los puntos dados empleando únicamente regla y compás (Cap. vi- 
3). En consecuencia, existen criterios algebraicos precisos para de¬ 
terminar si un punto dado sobre una recta puede construirse o 
no a partir del origen dado y con la unidad de longitud dada, me¬ 
diante los métodos clásicos. Análogamente, existen criterios alge¬ 
braicos para determinar si es posible o no construir una figura 
plana. Estos criterios algebraicos son la base de las consideraciones 
que haremos aquí sobre las construcciones geométricas en este 
estudio de los conceptos fundamentales del álgebra. Analizaremos 
las construcciones clásicas en el plano desde un punto de vista al¬ 
gebraico (Cap. vi. Secciones 3 y 4), aplicaremos nuestros concep¬ 
tos algebraicos para demostrar la imposibilidad de tres lamosos 
problemas clásicos de construcción (Cap. vi-6) y consideraremos 
varias construcciones no clásicas (Cap. vi, Secciones 7 y 8) de uno 
de estos problemas: la trisección de ángulos arbitrarios. 

Este estudio de las construcciones geométricas desde un punto 
de vista algebraico permite vislumbrar las relaciones esenciales en¬ 
tre el álgebra (considerada como un estudio de conjuntos de nú¬ 
meros y variables y de sus relaciones entre sí) y la geometría (con¬ 
siderada como un estudio de conjuntos de puntos, rectas, planos, 
etc. y sus relaciones entre sí). En los fundamentos de las matemá¬ 
ticas hay teorías básicas y conceptos que se aplican indistintamen¬ 
te al álgebra o a la geometría. Nosotros no nos hemos empeñado en 
alcanzar este esencia común a todas las matemáticas. No obstante, 
esperamos que el estudio, en este capítulo, de las operaciones ra¬ 
cionales, desde los puntos de vista algebraico y geométrico, y de 
la representación geométrica de ciertas funciones algebraicas co¬ 
rrientes —en el próximo capitulo—, contribuirán, en cierto modo, 
a que el lector aprecie la interdependencia entre el álgebra y la 
geometría. 
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vi - 1 Comrrucciones clásicas 


VI - I CONSTRUCCIONES CLASICAS. 
Las construcciones geométricas pueden clasificarse en dos conjun¬ 
tos, según sean los métodos e instrumentos que se empleen. Los 
griegos de la antigüedad se empeñaron en hacer todas las cons¬ 
trucciones geométricas elementales usando solamente compás y re¬ 
gla. La regla puede usarse únicamente para trazar rectas. No está 
permitido utilizar el largo o el ancho de la regla, ni hacer marcas 
sobre ella. Nos referiremos a las construcciones que se atengan a 
estas restricciones con el nombre de construcciones clásicos. Las 
construcciones que se hacen con reglas graduadas, transportadores, 
mecanismos articulados, etc. (Cap. vi-9) se denominarán construc¬ 
ciones no clásicas. 

Teóricamente, las construcciones hechas con regla y compás son 
absol lilamente precisas. Sin embargo, en la práctica, no son ni 
más ni menos exactas que las construcciones con transportador y 
regla graduada. Muchos de los problemas que se consideran difí¬ 
ciles o imposibles sujetos a las restricciones clásicas son sencillos 
si se usan marcas sobre la regla, transportador, reglas paralelas, 
pantógrafo, trisector de ángulos, mecanismos articulados y otros 
recursos análogos. Birkhoff y Beatley consideran construcciones 
con regla graduada y transportador (Bibliografía N"? 6, págs. 165- 
171), así como también construcciones con regla y compás sola¬ 
mente (Bibliografía N^ 6, págs. 172-196). Fourrcy (Bibliografía 
Nv 20), considera varios tipos de construcciones incluyendo cons¬ 
trucciones sólo con regla, construcciones únicamente con compás 
y construcciones con regla y compás. 

Para las construcciones, tanto clásicas como no clásicas, vamos 
a suponer que todos los puntos, rectas, etc, se encuentran en el 
mismo plano euclidiano. Para las construcciones clásicas daremos 
por aceptadas las cinco suposiciones siguientes: 

(i) Por dos puntos dados cualesquiera se puede trazar una línea 
recta. 

(¡i) Se puede trazar un círculo que tenga por centro cualquier 
punto dado y por radio cualquier segmento de recta dado. 

(iii) Es posible determinar la intersección de dos rectas dadas 
no paralelas cualesquiera. 

(iv) Es posible determinar las intersecciones de cualquiera rec¬ 
ta dada y de cualquiera circunferencia dada, en caso de que éstas 
existan. 
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(v) Es posible determinar las intersecciones de dos circunfe¬ 
rencias dadas, siempre que éstas existan. 

Toda construcción clásica debe consistir en un número finito 
de pasos por medio de regla y compás. Dado que las cinco supo¬ 
siciones anteriores incluyen todos los pasos posibles con regla y 
compás, coda construcción clásica debe consistir en un número fi¬ 
nito de pasos, en donde cada paso depende de una de las supo¬ 
siciones anteriores. 

EJEKClCtOS 

1. Formular suposiciones algebraicas equivalentes a cada una de las cinco 
suposiciones fundamentales de las construcciones clásicas. 

2. Hacer las siguientes construcciones empleando tínicamente una regla (I!i- 
Idiografia iV> 20; págs. 3 24) ; 

a) Dado uu segmento de recta Alt y una recta m paralela a Alt, encontrar 
el punto medio del segmento Ai!. 

I>) Dadas tíos rectas paralelas y uu punto construir una recta paralela a 
las rectas dadas que pase por P. 

c) Dadas las rectas x — 0. x — I, )' = 0. y = 1 de un sistema de coordenatlas 
en un plano, construir o describir las construcciones de los puntos (2.0). (3,0), 
(k,0) , (0. 2) , (0, 3), (0, n) . (k, ti) en que k y n son enteros cualesquiera. 

3 Hacer las siguientes construcciones usando únicamente compás (bibliogra¬ 
fía N9 20; págs. 05-114): 

a) Dailos tres puntos en el plano, determinar si son o no colincalcs. 

b) Dada una recta m y nn segmento AJÍ sobre ella, construir un segmento AF 
sobre m de tina longitud igual a cinco veces la (le Alt. 

c) Dados dos puntos cualesquiera A y I), construir, sin considerar la recta AJI, 
un punto C colineal con AII de tal modo que la longitud de AC sen dos veces 
aquella de AH. 

d) Dados los puntos (0, 0), (0, 1), (1, 0), ilustrar y describir una construc¬ 
ción para cualquier punto entero (k. n) como en el Ejercicio 2(c). 

4. En el siglo xvm, Maschcioni descubrió que cualquier punto que pudiera 
construirse empleando regla y compás, podía también construirse utilizando tínica¬ 
mente compás Demostrar que las cinco construcciones fundamentales, que se dan 
por aceptadas en las construcciones clásicas, excepto la primera, pueden efec¬ 
tuarse empleando tínicamente compás (bibliografía NO 13: págs, 140 152). 

VI - 2 CONSTRUCCIONES CLASICAS 
ELEMENTALES. Desde los tiempos de la antigüedad 
griega, los geómetras se han sentido atraídos por el gran número 


I 290 ( 



vi - 2 Construcciones clásicas elementales 

de construcciones que pueden hacerse utilizando únicamente re¬ 
gla y compás, es decir, por las construcciones clásicas. Actualmente, 
la mayoría de los textos de geometría para la enseñanza media in¬ 
cluyen algunas construcciones clásicas elementales. En particular, 
el N9 6 de la Bibliografía; págs. 172-196, contiene una muestra 
excelente de construcciones clásicas, que incluye a aquéllas que se 
presentan como ejercicios al final de esta sección. Estos ejercicios 
servirán, principalmente, como un repaso de las construcciones co¬ 
rrientes que se estudian en la escuela secundaria. En unos pocos 
casos se dan indicaciones. Algunas de estas construcciones pueden 
simplificarse mucho por medio de teoremas más avanzados de la 
geometría euclidiana. También resulta un buen ejercicio suple¬ 
mentario hacer las demostraciones geométricas o algebraicas de 
cada construcción. Aunque la lista de ejercicios es larga y pudo 
haber sido mucho más larga, hay también muchas construcciones 
que no son posibles empleando únicamente regla y compás. En 
las tres secciones siguientes estudiaremos los fundamentos algebrai¬ 
cos para determinar si es posible o no hacer una construcción de¬ 
terminada valiéndose únicamente de regla y compás. 

EJERCICIOS 

Hacer las construcciones siguientes utilizando únicamente regla y compás: 

1. la si metra! tic un segmento de recia dado. 

2. Un ángulo igual a un ángulo dado. 

3. La bisectriz de un ángulo dado. 

■t, Una recta que pase por un punto dado y sea paralela a una recta dada. 

ñ. Dividir un segmento de recta tlado en ;t partes iguales, 

6. Dividir un segmento de recta dado en panes proporcionales a k segmentos 
de recta dados. 

7. La cuarta proporcional de tres segmentos de recia dados, es decir, cons¬ 
truir n si r/s — m/n. 

8. La perpendicular a una recta dada en un punto dado que se encuentro 
a) sobre la recta, y b) fuera de ella. 

9. La media proporcional (medio gcomíuico) entre dos segmentos de 
recta dados: es decir, construir s si m¡s — t/ti. 

10. La circunferencia que pase por tres puntos dallos no colineales. 

11. La circunferencia circunscrita a un triángulo dado. 

12. La circunferencia inscrita en un uiáugul» dado. 

13. lil centro de una circunferencia, dado un arco de ella. 
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14- La tangente a una circunferencia dada en un punto dado. 

15. Las tangentes a una circunferencia dada desde un punto fuera de ella. 

16. l as tangentes exteriores comunes a dos circunferencias ciadas, en el caso 
en que sea posible. (Indicación: Dadas dos circunferencias de centros 0, 0’ y de 
radios r y »* respectivamente, en que r > r', construir una circunferencia con 
centro de radio r_ r' y valerse del Ejercicio 15. tomando 0’ como punto exterior) . 

17. Las tangentes interiores comunes a dos circunferencias dadas, en el caso 
de que existan. (Indicación: Esta construcción puede hacerse de manera análoga 
a la empleada en el Ejercicio 1C, construyendo primero una circunferencia de 
radio r -j- ■d en tonto de 0). 

18. Un triángulo que tenga tres lados dados. 

19. Un triángulo que tenga dos lados y el ángulo comprendido dados. 

20. Un tiiángulu que tenga dos ángulos y un lado dados. ( Indicación: Dados 
dos ángulos cualesquiera de un triángulo, el tercer ángulo puede encontrarse 
valiéndose del hecho de que en la geometría eudidiana, la suma de tres ángu 
los de un triángulo es un ángulo extendido) . 

21. Un triángulo (no es siempre únicu) que tenga dados dos lados y el 
ángulo opuesto a uno de ellos. 

22. Trigcctar un ángulo recto. 

23. Inscribir polígonos regulares de ere*, seis y doce lados en una circun¬ 
ferencia datla. 

24. inscribir polígonos regulares de cuatro, ocho y dieciseis lados en una 
cncunfetenciu dada. 

25. Inscribir polígonos de cinco y diez lados en una circunferencia daifa. 

2G. Inscribir un polígono regular de quince lados en una circunferencia da¬ 
da. [Indicación: valerse do un lado o del ángulo del centro de un exágono (seis 
lados) regular Inscrito y lo mismo de un decágono (diez lados) regular inscrito]. 

27. Circunscribir a una circunferencia dada polígonos regulares de tres, cua¬ 
tro, cinco, seis, odio, diez y doce lados. 

VI - 3 EL PUNTO DE VISTA ALGE¬ 
BRAICO. Los geómetras griegos idearon muchas construc¬ 
ciones con regla y compás. Sin embargo, trataron en vano de re¬ 
solver mediante construcciones clásicas problemas tales como la 
duplicación de un cubo, la cuadratura de un círculo, y la trisec¬ 
ción de un ángulo (Cap. vi-6). Durante el siglo diecinueve se 
dieron demostraciones algebraicas para probar que estos tres pro¬ 
blemas no pueden resolverse exclusivamente con regla y compás 
(Cap. vi-G). Sin embargo, pueden resolverse, mediante construc¬ 
ciones no clásicas. En general, el criterio algebraico o analítico 
sobre las posibilidades de construcción (Cap. vi-4 y Cap. vi-5) per 
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VI - 4 ConUruccíones clásicas básicas 

' id i te det erminar exactamente qué problemas de construcción clá¬ 
sicos tienen solución, es decir, qué problemas de construcción se 
pueden resolver valiéndose únicamente de regla y compás. Por 
ejemplo, las consideraciones algebraicas llevaron a la construcción 
clásica de un polígono regular de 17 lados cuya posibilidad de cons¬ 
trucción de acuerdo con las restricciones clásicas, ni siquiera se sos¬ 
pechó durante los veinte siglos transcurridos desde los tiempos de 
Euclides hasta la época de Causs (Bibliografía N*? 15, pag. 353). 

Las proposiciones algebraicas correspondientes a las cinco su¬ 
posiciones formuladas en el Cap. vt-1, son: 

(i') Se puede determinar la ecuación de una recta que pasa por 
dos puntos dados. 

(ii') Es posible establecer la ecuación de una circunferencia que 
tenga un centro y un radio dados. 

(iii') Es posible determinar las coordenadas del punto de in¬ 
tersección de dos rectas dadas cualesquiera no paralelas. 

(iv') Es posible determinar las coordenadas de los puntos de in¬ 
tersección de una recta dada y de una circunferencia dada, en ei 
caso de que estos puntos existan. 

(v') Es posible determinar las coordenadas de los punios de in¬ 
tersección de dos circunferencias dadas, en caso de que éstos existan. 

Todos los resultados anteriores pueden hallarse algebraicamen¬ 
te empleando coordenadas cartesianas ortogonales, las cuatro ope¬ 
raciones racionales y la extracción de raíces cuadradas reales; e in¬ 
versamente, sólo pueden resolverse por medio de regla y compás 
problemas que sean algebraicamente equivalentes a los citados an¬ 
teriormente. Por lo tanto, existe un criterio algebraico para de¬ 
terminar si alguna construcción particular puede o no realizarse 
empleando únicamente regla y compás. Estos criterios se formulan 
más fácilmente mediante las cuatro operaciones racionales y la ex¬ 
tracción de raíces cuadradas. En la sección siguiente considerare¬ 
mos construcciones clásicas bien determinadas, las construcciones 
clásicas básicas que pueden utilizarse para efectuar estas cinco ope¬ 
raciones. 

Vi - 4 CONSTRUCCIONES CLASICAS 
BASICAS. Acabamos de señalar que toda construcción clá¬ 
sica posible debe ser equivalente algebraicamente a un número 
finito de pasos en que se usen sólo las cuatro operaciones racio- 
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nales y la extracción cíe raíces cuadradas. Ahora vamos a verificar 
que estas cinco operaciones pueden realizarse utilizando única¬ 
mente regla y compás. 

Dados los segmentos de recta de longitud tn y n, respectivamen¬ 
te, podemos construir fácilmente segmentos de longitud m, n, m 
-f- n, y m — ti sobre cualquiera recta dada. Si se da además un 
segmento de longitud igual a la unidad, podemos construir seg¬ 
mentos de longitud mn y m/n como en la Fig. vi-1. Estas dos cons¬ 




trucciones se basan en que lina recta paralela a un lado de un 
triángulo divide a los otros dos lados en la misma razón. Por con¬ 
siguiente, tenemos las proporciones mn : m — n ; 1 y m \ (rn/n) 
— n : 1, respectivamente, en los triángulos de la Fig. vi-1. Des¬ 
pulís de esto, podemos sumar, sustraer, multiplicar y dividir seg¬ 
mentos de recta en el sentido que hemos señalado, utilizando úni¬ 
camente regla y compás, es decir, se pueden efectuar las cuatro 
operaciones racionales por medio de construcciones clásicas. 

La extracción de raíz cuadrada es un caso especial de hallar 
el medio geométrico o la media proporcional (Ejercicio 9, Cap. 
vi-2). La demostración de esta construcción clásica se basa en que 
cualquier triángulo inscrito en una semicircunferencia es un 
triángulo rectángulo. Así el A ABC 
en la Fig. vi-2 es un triángulo rectán¬ 
gulo. El segmento C.D es perpendicu¬ 
lar a AB en D, siendo AD => m y Dli 
= u. Luego, los triángulos ADC. y 
CDB son semejantes y AD/CÜ = 

CD/DB, de donde CD = y/Om. El 
caso especial \/m en que estamos em¬ 
peñados, pueden efectuarse haciendo 
n — 1) para cualquier segmento de recta dado de longitud rra me¬ 
diante los métodos clásicos si se da un segmento de longitud igual 
a la unidad (o bien, se puede obtener de los datos dados median¬ 
te los métodos clásicos). 



Fie. vt-2 
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Dado un segmento de longitud igual a la unidad y segmentos 
m y n, podemos construir segmentos m + n, m — n, rn • n, m/n 
y \Jmn, es decir, hemos verificado ahora que, dado un segmento 
de longitud igual a la unidad, pueden combinarse segmentos de 
recta dados cualesquiera por medio de las cuatro operaciones ra¬ 
cionales y de la extracción de raíz cuadrada empleando únicamen¬ 
te regla y compás. A la inversa, dado que toda construcción clá¬ 
sica debe constar de un número finito de aplicaciones de las cinco 
suposiciones fundamentales (Cap. vi-l) y cada una de ellas debe 
efectuarse por medio de las cuatro operaciones racionales y la ex¬ 
tracción de raíces cuadradas, hemos demostrado que toda cons¬ 
trucción clásica debe constar de un conjunto liníto de construc¬ 
ciones clásicas básicas. Ahora bien, definiremos una figura geomé¬ 
trica plana como cualquier conjunto de puntos y rectas en un 
plano, y obtenemos el 

teorema vi- 1. Es posible construir una figura geométrica plana 
por medio de regla y compás si y sólo si las coordenadas carte¬ 
sianas ortogonales de sus puntos (vértices, etc-) pueden obte¬ 
nerse de aquéllas de la figura dada,.mediante un número finito 
de operaciones racionales y extracciones de raíces cuadradas 
reales. 

Todos los números racionales y expresiones, tales como 
\/|0 — 2 y/5 pueden construirse con regla y compás una vez que 
se haya elegido una unidad. La expresión citada es la longitud 
de un lado de un pentágono regular inscrito en un círculo de 
radio dos. En la sección que sigue veremos que toda expresión sus¬ 
ceptible de construirse como aquélla es una raíz de una ecuación 
irreducible con coeficientes enteros de grado igual a una potencia 
entera de 2. 

EJERCICIOS 

1. Dado un segmento como unidad, construir segmentos de longitudes iguales a 

s, a, 2,2 + vSTv s + v¡rr 

2. Dividir un segmento de recta dado en cinco (jarles iguales 

3. Dividir un segmento de recia dado en partes proporcionales a tres segmen¬ 
tos de recta dados. 

4. Construir u na estrella de cinco puntas. 
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5. Construir un exágono regular, dado su latió. 

G. Dado un triángulo obtnsangulo, construir las circunferencias inscrita y 
circunscrita. 

7. Hacer una demostración algebraica «le la construcción de un decágono 
regular (Bibliografía N° 13; págs. 122 123), (Bibliografía N» 6; págs. 191-194). 

8. Dado el eje x, el origen y el punto (1,1) en un plano, construir los puntos: 

a) (4.0): b) i—y , 0); c) (-5 + \/2. 0): <¡) (2,3); e) (y/T, y/5). 

9. Id. al Ejercicio 8, construir los gráficos de a) x = 5; b) 2x -|- Sy = G; 
c) y/Jx + 4y-2 \Z~S. 

10. Demostrar que el gráfico de cualquier recta con coeficientes constructi- 
blcs puede ser construida por los mótodos clásicos. 

11. Demostrar que cualquiera circunferencia 

x* + y* + bx + dy + c = 0 

cuyos coeficientes pueden construirse, puede también construirse. 


VI - 5 CONSTRUCCIONES DE RAICES 
DE ECUACIONES. Toda ecuación lineal tiene una 
raí/ que puede expresarse por medio de los coeficientes, emplean¬ 
do únicamente operaciones racionales. En consecuencia, cualquie¬ 
ra ecuación lineal con coeficientes susceptibles de construirse tiene 
una raíz que es posible construir y que se representa por un número. 
Se dice que este número es constructiblc si es posible obtener el 
segmento de recta correspondiente de los datos dados, cualesquiera 
sean las restricciones que se hayan establecido. En esta sección 
nos dedicaremos a números cuya construcción es posible únicamente 
con regla y compás. 

Cualquiera ecuación cuadrática puede escribirse en la forma 
(VI-1) x* — ax + b = 0 


Las raíces de esta ecuación son precisamente (Bibliografía N? 15; 
págs. 355-356) las intersecciones con el eje x, de la circunferencia 


<vi - 2 > 

que queda reducida a 


á 1 + (b - l) 1 
4 



cuando y — 0. Cualquiera ecuación cuadrática con coeficientes 
susceptibles de construirse puede expresarse en la forma (vi -1), 
donde a y b son constructibles. Las coordenadas del centro y el 
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VI - 5 Construcciones de raíces de ecuaciones 

radío de la circunferencia (vi-2) son, por lo tanto, susceptibles de 
construir. En consecuencia, las raíces reales de cualquiera ecuación 
cuadrática con coeficientes susceptibles de construir pueden cons¬ 
truirse siempre que tales raíces reales existan. Ya hemos demostrado 

teorema vi - 2. Si los coeficientes de una reúne ton lineal o 
cuadrática pueden construirse basándose sobre los datos dados 
empleando únicamente regla y contpás, entonces las raíces reales 
de la ecuación pueden construirse empleando únicamente regla 
y compás. 

Consideraremos en seguida unos cuantos resultados de ecuacio¬ 
nes de grado mayor que dos. Sin embargo, no intentaremos ex¬ 
poner una teoría completa sobre estas ecuaciones. 

En el anillo de los polinomios con coeficientes enteros (Cap. 
m-2) un polinomio dado p(x) es rcducibie dentro del anillo de 
los enteros (Cap. ní - 6) si y sólo si puede expresarse en la forma 
p(x) = q(x) • r(x). en donde q(x) y r(x) son polinomios de grado 
positivo con coeficientes enteros. En particular, cualquier polino¬ 
mio no lineal con coeficientes enteros y una raíz racional es redu- 
cible dentro del anillo de los enteros. Si una ecuación irreducible 
f(x) — 0 con coeficientes racionales tiene una raíz susceptible de 
construirse r, esto significa que tiene una raíz que pufecle expresarse 
por medio de las operaciones racionales y la extracción de raíces 
cuadradas. Luego (según teorías más avanzadas de álgebra) todas 
las raíces de f(x) = 0 son conjugadas de r y pueden obtenerse de 
r exactamente como 1 — \/2 puede obtenerse de 1 -f \ /T. roí- 

ejemplo, el número V 11) — 2\/5 que se mencionó al final del Cap. 
vi -4 es una raíz <le x* — 20 x* -f- 80 = 0. Esta ecuación tiene las 

raíces V 10 _ 2y/f, V 10 + 2V§T - V 10 - 2y/5, - \' 10 + 2VF. 
En general, el grado de cualquiera ecuación irreducible que tenga 
una raíz real susceptible de construir debe ser de la forma d = 2\ 
en donde k es un entero no negativo. Esto resulta evidente intuiti¬ 
vamente, ya que cualquiera raíz racional es una raíz de una ecuación 
irreductible de grado 1 s= '2^ y cualquiera raíz irracional susceptible 
de construirse es una de entre un número par de raíces conjugadas 
(incluyendo ella misma) que resulta de la raíz dada al considerar 
cada uno de los radicales alternadamente como positivos y negati- 
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vos. Sea f(x) — 0 una ecuación polinomia con coeficientes raciona¬ 
les que tenga precisamente como raíces las 2 m conjugadas obtenidas 
<le esta manera. Luego f(x) tiene grado 2". Sin embargo, con este 
método de calcular las raíces conjugadas puede ocurrir que algunas 
raíces se cuenten más de una vez, como por ejemplo, cuando el nú¬ 
mero «lado cuya construcción es posible, es 


v'ó --V2 + \/3 + Vr, + v'2 - \/3 

Ln estos casos puede demostrarse (Bibliografía N? 30; págs. 5-12) 
que toda raíz se cuenta exactamente s veces, para algún s entero 
positivo, siendo s divisor de m, y que si g(x) — 0 es una ecuación 
polinomia irreducible con coeficientes racionales que tiene como 
raíz el número dado que es susceptible de construir, entonces g(x) 
= 0 tiene como raíces las raíces distintas de f(x) = 0 y f(x) — 
c \g( x )Y> s*cndo c una constante. Por lo tanto, el grado d tle g(x) 
satisface la relación d‘ = 2“, de donde d = 2* para algún entero 
positivo k. Como consecuencia de este resultado tenemos 

teorema vi - 3. Una ecuación polinomia irreductible con coe¬ 
ficientes racionales y de grado d, en que d no pueda expresarse 
como una potencia entera de 2, no tiene ninguna raíz que pueda 
construirse valiéndose únicamente de regla y compás con la uni¬ 
dad de longitud dada. 

Nótese que no se pueden construir todas las raíces reales de las 
ecuaciones poliriomias irreducibles con coeficientes racionales y de 
grado 2” para todo entero m (Cap. ív - 5). Al estudiar algunos de 
los problemas clásicos de construcción en el Cap. vi - 6, nos servirá 
mucho el Teorema vi - 3. 

t ) EKCK IOS 

I. Hacer una lisia de cinco números irracionales consirucuiilcs. 

2 Elegir mi segmento de recta como uiiul.id y construir los m'itueros de la 
lisia flecha en el Ejercicio 1. 

3 Indicar el conjunto de conjugados asociados con cada uno de los mi¬ 
níelos dados en el Ejercido 1. 
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4. Indicar una ecuación irreductible con coeficientes culeros para cada nú¬ 
mero del Ejercicio 1 y que tenga el número dado como raíz. 

5. Dado un sistema de coordenadas, construir las raíces de las siguientes 
ecuaciones: 

a) 3,x — 5 = 0; 

b x* _ 0 x — l — 0 ; 

c) 2x* + 5x - 3 = 0; 

d) x* + 3x* - 1 = 0 . 

6 . Encontrar los conjugados distintos de cada uno de los siguientes números. 

1 4 \' 7 >. 2 - Va 4 vi» Vi 4 v 2 - Vi _ V2. 

7. Hallar una ecuación irreducible con coeficientes enteros que se satisfaga 
ton tatla uno de los números dados en el Ejercicio 6 . 

8 . Dar ejemplos de tres ecuaciones polinornias con coeficientes enteros que 
no puedan resolverse gráficamente utilizando únicamente regla y compás. 

9. Se puede demostrar (Bibliografía NO 15; pág. 379) que un polígono re¬ 
gular de n latios puede construirse usando únicamente regla y compás, si y 
sólo si 

» = Z‘p,p, .. p m . 

en que los p ¡ son números primos distintos de la forma 2 " 4 I Indicar en la 
fórmula anterior todos los valores de n< 30 tales que un polígono regular de ti 
lados pueda construirse mediante regla y compás. (Gauss fue el primero en des 
cubrir una fórmula para este resultado cuando él era aún muy joven y este hecho 
influyó grandemente en su decisión de consagrar su vida a las maten «óticas). 

VI - 6 PROBLEMAS DE CONSTRUCCION 
FAMOSOS. Hay tres problemas clásicos de construcción que 
han constituido un desalío para los geómetras durante muchos 
siglos: la construcción de un cubo cuyo volumen sea el doble de 
aquél de un cubo dado (la "duplicación" de un cubo), la cons¬ 
trucción de un cuadrado cuya área sea igual a aquélla de un círcu¬ 
lo daclo (la “cuadratura” de un círculo), y la trisección de cual¬ 
quier ángulo dado. Estos problemas fueron conocidos por los 
griegos de la antigüedad y aún hoy día se proponen soluciones 
de ellos. No obstante, en la actualidad podemos valernos de crite¬ 
rios algebraicos (Cap. vi - 3 y Cap. vt - 5) para establecer que es 
imposible resolver estos problemas conforme a las restricciones clá¬ 
sicas. En las Secciones 7 y 8 de este Capítulo vi examinaremos unos 
cuantos métodos no clásicos para resolver el problema de la trisec- 
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ción y haremos notar la manera en que cada solución contraviene 
las restricciones clásicas. 

Construcción de un cubo cuyo volumen sea el doble de aquél 
de un cubo dado. Este problema es llamado a veces problema de 
Délos. De acuerdo con la tradición, este problema surgió cuando 
el oráculo de Délos aconsejó a los atenienses que duplicaran la 
medida del altar de Apolo. Si se elige como unidad de longitud la 
arista del cubo dado, se necesita construir un segmento de recta de 
longitud x- tal que x' t= 2. La ecuación x’ — 2 = 0 es irreducible 
en el anillo de los polinomios con coeficientes enteros, ya que según 
el Teorema iv - 9 no tiene una raíz racional, luego, según el Teo¬ 
rema vi - 3, no tiene una rafz snsceptible^de construirse. En con¬ 
secuencia, no es posible construir x — ~^/2 y el problema de Délos 
no puede resolverse empleando’únicamente regla y compás. El pro¬ 
blema puede resolverse fácilmente por métodos no clásicos. Por 
ejemplo, podemos ¡hacer el gráfico de la curva y — x* y hallar su 
intersección con la recta y = 2. 

Construcción de un cuadrado cuya área sea igual a aquélla de 
un circulo dado. Si elegimos como unidad de longitud el radio 
de un círculo dado, el problema se reduce a la construcción de una 
raíz de la ecuación x* = n, lo que sólo es posible si el número 
trascendente (Cap. i - 10) n es susceptible de construirse. A con¬ 
tinuación observamos que según las limitaciones clásicas todo nú¬ 
mero susceptible de construirse es algebraico (Cap. i -10) y por 
lo tanto, ningún número trascendente puede construirse valién¬ 
dose únicamente de regla y compás. Dado que de acuerdo a las 
restricciones clásicas todo número susceptible de construirse puede 
expresarse por medio de números enteros empleando las operacio¬ 
nes racionales y la extracción de raíces cuadradas, todo número 
cuya construcción es posible satisface una ecuación polinomia con 
coeficientes enteros y en consecuencia es un número algebraico. 
Es así como el número trascendente \/n no es constructiblc por 
medio de los métodos clásicos, y la construcción de un cuadrado 
cuya área sea igual a aquélla de un círculo dado no puede reali¬ 
zarse empleando únicamente regla y compás. 

En 1882, Lindemann demostró, por primera vez, que n es un 
número trascendente. No obstante, las construcciones no clásicas 
de jt se conocen desde hace muchos siglos (Bibliografía N*> 30; 
págs. 55-80). Hacia el año 400 a. J. C. Hipias de Elis hizo una 
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construcción no clásica de una curva conocida con el nombre de 
cuadratriz (Bibliografía 55; págs. 19-20), que podía usarse para 
obtener n y para trisectar cualquier ángulo. Brevemente, dado un 
cuadrante de un círculo OAB, como en la Fig. vi - 3, se considera 
un punto Q que se mueve con velocidad constante a lo largo del 
arco AB y un punto R que se mueve con velocidad constante a lo 
largo del radio OB de tal modo que los dos puntos parten simul¬ 
táneamente de A y O, respectivamente, y llegan simultáneamente 
a B. En cualquier instante t, podemos designar las posiciones de 
Jos puntos por li, y Q,. El lugar geométrico 
BPO ele la intersección de radio OQ¡ y de 
la recta correspondiente paralela a O A que 
pasa por R, constituye la cuadratriz. La cua¬ 
dratriz puede obtenerse también deslizando 
el punto R a lo largo de la recta OB a una 
velocidad constante y haciendo girar d 
círculo en torno de O a una velocidad cons¬ 
tante. 

La ecuación de la cuadratriz puede obtenerse de las relaciones 

(VI-3) y = ct, are tg y/x = kl, 

en que P:(x, y) es un punto general de la cuadratriz y í indica el 
tiempo en que las partículas Q y lt han estado en movimiento. 
Elijamos la unidad de tiempo de modo que a medida que R se 
mueva desde O hasta li, t varíe de 0 a 1. Luego jt/2 = h, c y/x = 
tg ní/2 es una ecuación de la cuadratriz. Si elegimos también la 
unidad de longitud de modo que OB = 1, tenemos que 1 = c, 
de donde y = í y x = í/tg (ut/2). Si t — 0, esta relación puede 
usarse para obtener OD = 2/n por medio de los métodos que se 
estudian en cálculo para tratar fórmulas indeterminadas. En con¬ 
secuencia, 2/rt y por lo tanto, jt puede construirse por medio de la 
cuadratriz, regla y compás. 

La trisección de un ángulo dado. Este problema es aún muy 
popular por cuanto todavía se proponen soluciones casi todos los 
años. Estas soluciones son inevitablemente construcciones no clá¬ 
sicas, aunque a menudo no sea esa la intención. Consideraremos 
primeramente una demostración algebraica de la imposibilidad 
de! problema de la trisección conforme a las restricciones clásicas 
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y en seguida (Cap. vi - 7 y Cap. vi - 8) consideraremos unas cuantas 
soluciones no clásicas. 

La demostración corriente para probar que existe por lo menos 
un ángulo que no puede trisectarsc por medio de los métodos clá¬ 
sicos se vale de unas pocas identidades trigonométricas y de un 
ángulo de 120°. Dado un ángulo de 120° buscamos un ángulo de 
40°. La construcción de un ángulo de 40° es equivalente a la cons¬ 
trucción de un triángulo rectángulo cuya hipotenusa es la unidad 
y su base es eos 40°. De esta manera un ángulo de 120° puede 
triscctarse si y sólo sí se puede construir un segmento de recta de 
longitud eos 40°. De eos 120° — — y de la identidad trigono¬ 
métrica 

4 eos 3 x — 3 eos x = eos 3x, 
podemos obtener la relación 

4 eos 3 40° — 3 eos 40° + J = 0. 

Haciendo y = eos 40°, tenemos 

4y* — 3y -f J — 0. 

Multiplicando por 2 y haciendo la sustitución z = 2y, resulta 

z* _ 3z q- 1 = 0 

esta ecuación no tiene rafees racionales (Teorema iv-9) y por 
consiguiente es irreducible en el anillo de los polinomios con 
coeficientes enteros. Luego, según el Teorema vi - 3, su raíz no 
puede construirse y z = 2 eos 40° no es constructible, es decir, un 
ángulo de 120° no puede trisectarsc y el problema de la trisección 
tío es posible conforme a las restricciones clásicas. 

La demostración anterior mediante los Teoremas tv-9 y vi-3, 
de que ninguna raíz z es susceptible de construirse puede expre¬ 
sarse también de una manera más sencilla, como sigue: Las 
únicas ralees-racionales posible de la ecuación z 1 — 3z + 1 = 0 
deben ser enteros, dado que el coeficiente principal es la unidad 
y cualquiera raíz racional debe ser divisor del término constante. 
Por lo tanto, las únicas raíces racionales posibles son -(-1 y —I. 
Dado que ninguno de estos enteros es una raíz, la ecuación no 
tiene raíces racionales. Si la ecuación tuviera una raíz expresable 
por medio de irracionales cuadráticos tal como a b\/Y, tendría 
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también como raíz al irracional conjugado a — ¿>V2 y la raíz res¬ 
tante (la tercera) sería racional. Dado que cualquier número cuya 
construcción es posible mediante los métodos clásicos puede expre¬ 
sarse por medio de enteros utilizando un número finito de opera¬ 
ciones racionales y la extracción de raíces cuadradas, todo número 
no racional susceptible de construirse forma parte de un conjunto 
de un número par de conjugados (incluso él mismo) (Cap. vi - 5). 
Por lo tanto, cualquiera ecuación con coeficientes enteros que 
tenga una raíz irracional susceptible de construirse, debe tener un 
número par de raíces irracionales. En particular, cualquiera ecua¬ 
ción cúbica con coeficientes enteros que tenga por lo menos una 
raíz irracional susceptible de construirse debe tener exactamente 
dos raíces irracionales y una raíz racional. En consecuencia, si la 
ecuación cúbica citada no tiene ninguna raíz racional, esto implica 
que no tiene ninguna raíz susceptible de construirse. Como en el 
caso anterior, esto implica que un ángulo de 120° no puede trisec- 
tarse, de donde se deduce que no todo ángulo puede trisectarsc 
y que el problema de la trisección no puede resolverse usando 
únicamente regla y compás. En las dos secciones que siguen consi¬ 
deraremos unos cuantos métodos no clásicos para trisectar ángulos 
y veremos en qué contravienen las restricciones clásicas. 

». J ERCICIOS 

1 . ¿Es posible dividir un Angulo arbitrario en siete partes iguales conforme 
a las restricciones clásicas? Explicar. 

2. Indicar una construcción clásica de dieciseis puntos cualesquiera 'de la 
elipse 

*•/* + / = i. 

3. ¿Se puede hacer el gráfico completo de la elipse del Ejercicio 2 conforme 
a los métodos clásicos? Explicar. 

4. Proponer una construcción no clásica de la elipse del Ejercicio 2. 

5. Eormular las condiciones necesarias y suficientes que deben cumplir los 
coeficientes de la ecuación Ax* -f Bxy + Cy' -f Dx + Ey + F = 0 para que 
pueda dibujarse el gráfico completo de la ecuación uiili/mido Unicamente regla 
y compás (Cap. vii-3). 

VI-7 TRISECCIONES GEOMETRICAS 
NO CLASICAS. Eti una de las más antiguas y más senci¬ 
llas construcciones de la trisección de ángulos se desestima la limí- 
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tación clásica de que no debe usarse marcas en la regla. Esta 
construcción se atribuye a Arquimedes. Necesita solamente compás 

y una regla con dos marcas en 
ella. Una regla graduada ser¬ 
virá muy bien. 

Dado cualquier ángulo agu¬ 
do ABC (Fig. vi-4) constru¬ 
yase una circunferencia de 
radio r en tomo al vértice B. 
Sea D la intersección de la cir¬ 
cunferencia con el lado BC. 
Prolongúese el lado AB más 
allá de B. Márqucse en la re¬ 
gla la longitud r = BD. En 
seguida manténgase la regla sobre D y deslícese una marca a lo largo 
de la prolongación de AB hasta que la otra marca toque a la circun¬ 
ferencia en algún punto F. Trácese DF y prolónguesc hasta que corte 
a AB en E. Entonces <BEF = $ <ABC. Esto se demuestra como 
sigue: Trácese BF y desígnese los ángulos como en la Fig. vi-4. En- 
' tonecs EF = FB = BD c= r, <1 = <2, <3 = < 4. Dado, que 
<3 es un ángulo exterior del triángulo BEF y <5 es un ángulo 
exterior del triángulo BED, tenemos <3 = <1 -f- <2 = <1 -+- 
< 1 ; <5 = <1 + <4 = <1 -j- <3 = <1 + <1 + <1. y 
por consiguiente <_ABC = <3 BEF. Esta no es una solución clá¬ 
sica del problema de la trisección, ya que se emplean marcas so¬ 
bre la regla. 

11 ¡pías de Elis hacia el año 400 c. (Cap. vi-6) ideó otra so¬ 
lución no clásica del problema de la trisección. Este método se vale 
de la cuadratriz (Fig. vi-8). De las relaciones (vi-3), tenemos 

<AOQ, : <AO() ¡ = OR t : OR, 

de donde el ángulo AOQ, puede uisectarse haciendo OR, =-~-OR¡, 
R S T paralela a OA, y trazando OTQ t . Entonces <.AOQj¡ = ¿ 
<AO(¿,. Esta solución del problema de la trisección no satisface 
las restricciones clásicas dado que la cuadratriz no puede dibujarse 
exactamente mediante los métodos clásicos. 

Varias soluciones que se han propuesto para el problema de la 
trisección constan de una sucesión de pasos en que se trazan rectas 
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tan cerca como se desee de las rectas pedidas que trisecarían al 
ángulo. Estas soluciones no satisfacen las restricciones clásicas, dado 
que se deben trazar las rectas pedidas en un número finito de pasos. 

La popularidad del problema de la trisección se manifiesta en 
el número siempre creciente de inventores de métodos para tri- 
sectar ángulos. El Chicago Sun del 5 de enero de 1948, publicaba un 
artículo titulado “¿Trisectar un ángulo? Sencillo... El insiste”. 
La construcción descrita en el artículo se vale de un círculo de 
diámetro igual al ancho de la regla empleada, coloca el ángulo 
superior izquierdo de la regia a lo largo de cierta recta, y manipu¬ 
la la regla hasta que el ángulo superior derecho toque a otra recta. 
Aunque esta construcción no utiliza marcas sobre la regla, se vale 
del ancho fijo de la regla, lo que es contrario a las limitaciones 
clásicas que se imponen al problema (Cap. vi -1). 

La aparición frecuente de métodos para trisectar ángulos pone 
de relieve el hecho de que matemáticos y profesores aún no han 
logrado difundir la realidad sobre el problema de la trisección, es 
decir, que este problema tiene fácil solución por métodos no clá¬ 
sicos, pero que no puede resolverse sujeto a las restricciones clásicas. 

Hay muchas otras construcciones no clásicas para resolver el 
problema de la trisección (Bibliografía N? 55). Varias de éstas 
se valen de curvas, tales como el gráfico de 

x' -f xy* -f ay' — 3ax‘ = 0, 

(Fig. vi-5) que no pueden cons¬ 
truirse empleando únicamente re¬ 
gla y compás. La curva de la fi¬ 
gura vi-5 se denomina la Trisectriz 
de Maclaurin y puede usarse 
triscetar cualquier ángulo, 
una Trisectriz de Maclaurin y 
cualquier ángulo ABC, trácese una 
recta m por el punto (2a, 0) que 
forme un ángulo igual al ángulo 
dado en el eje positivo de las x. Encuéntrense las tres interseccio¬ 
nes P„ P t , P, de la recta m con la curva dada. Una de las rec¬ 
tas P,0, donde O es el origen, forma un ángulo con el eje posi¬ 
tivo de las x igual a un tercio del ángulo dado. No es difícil de¬ 
terminar cuál de las tres rectas P,0 debe usarse, ya que se puede 
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comparar rápidamente tres veces cada uno de los tres ángulos ob¬ 
tenidos con el ángulo dado. Este método de trisectar ángulos se 
trata en muchos textos de geometría analítica. No se atiene a las li¬ 
mitaciones clásicas impuestas al problema en cuanto emplea una 
curva que no puede construirse usando únicamente regla y compás. 

Ya hemos considerado varias construcciones no clásicas para 
resolver el problema de la trisección y hemos hecho notar la forma 
en que cada método contraviene las restricciones clásicas impues¬ 
tas sobre el problema. En la sección siguiente estudiaremos unos 
cuantos trísectorcs mecánicos. 


EJERCICIOS 

1. Valiéndose de la construcción de Arquimcdes y del Ejercicio 22, Cap. vi-2, 
encontrar un método para trisectar ángulos ile cualquier medida. 

2 . Dibujar ángulos de aproximadamente 80°. 150°, 250°, 300° y 850®. Til 
sectav cada uno de los ángulos que se acaba de dibujar. 

3. Describir e ilustrar la solución no clásica de l’appus del problema de la 
disección, utilizando regla, compás, y la construcción de una hipérbola (Biblio¬ 
grafía N« 55; págs. 22 23). 


VI - 8 TRISECTORES DE ANGULO ME¬ 
CANICOS. Hay varias clases de trisectores mecánicos de 
ángulo que varían en complejidad desde la tapa de una lata de 
café con dos varillas prendidas (Bibliografía NV 4) hasta los polí¬ 
gonos articulados (sistemas de varillas unidas entre sí por ejes de 
articulación) en cuya construcción hay que efectuar mediciones 
muy* cuidadosas. 

El trisector de ángulo sencillo que citamos anteriormente puede 
hacerse con cualquier disco circular. Es una variante del toma- 
ha wk* (Bibliografía N*? 55; pág. 37). Sea r el radio del disco y O 
el centro. Préndase firmemente al disco, una varilla OPQ de lon¬ 
gitud 2r. En seguida préndase una segunda varilla PT tangente 
al disco en P (Fig. vi - 6). Este invento puede usarse para trisectar 
cualquier ángulo dado ABC resbalando TP por B hasta que el 
disco esté tangente a un lado del ángulo dado, digamos en E, y 
Q se encuentre en el otro lado (Fig. vr - 7). Los triángulos rectán- 

“Especie de hacha de los indios (ee. uu.) . N. de la T. 
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VI - 3 Triscctores Je ángulo mecánicos 

gulos QBP, OBP y OBE son con¬ 
gruentes, luego las rectas BP y BO 
trisectan el ángulo dado. 

Un sencillo trisector de ángulos 
hecho de cuatro varillas de made¬ 
ra (Bibliografía N? 5) está basado 
en la construcción de Arquímides 
(Cap. vi-7). Otro tipo de trisector 
de ángulo, el isoclinóstato de Sylvester (Fig. vi-8) consiste en cua¬ 
tro varillas (OA, OC, OE y OG) sujetas juntas por un eje en uno 
de sus extremos y unidas por un sistema de varillas más cortas que 
mantienen iguales a los ángulos formados por las varillas largas 

(Ejercicios 1, Cap. vi-9). Debido a 
que este tipo de mecanismo podía 
usarse para dividir un ángulo en 
cualquier número de partes igua¬ 
les se denominó "isoclinóstato”. Se 
puede colegir la procedencia 'de la 
idea original de Sylvester para este 
mecanismo de la cita siguiente ex¬ 
traída del título del impreso en 
que se publicó por primera vez: “Sobre el Abanico de una 
Dama,.. 

Otro trisector de ángulo (polígono articulado) fue inventado 
por un abogado de Londres, Alfredo Bray Kempe, en 1877. Kempe 
O se interesó en estos meca¬ 

nismos después de oír l la 
conferencia de Sylvester so¬ 
bre este tema. Su trisector 
de ángulo (Fig. vi-9) se 
basa en el uso de paraleló- 
gramos invertidos (cuadri¬ 
láteros de lados opuestos 
iguales y con un par de la¬ 
dos opuestos que se cruzan 
Fie. vi-8 entre sí) semejantes, 



Fig. vi-7 



ABCD ~ ADEF ~ AFGH, 
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y puede usarse para cualquier ángulo menor que una revolución 
completa. 

A 



Hasta aquí hemos demostrado que el problema de la trisección 
clásica es imposible y hemos visto que empleando un transpor¬ 
tador, un polígono articulado, una regla marcada, una curva ade¬ 
cuada, etc., el problema de la trisección puede resolverse fácilmente 
por métodos no clásicos. La sección siguiente contiene un estudio 
más general sobre polígonos articulados. 

VI- 9 POLIGONOS ARTICULADOS. Un 
polígono articulado puede definirse como un sistema de varillas 
unidas por ejes de articulación con el objeto de permitir movi¬ 
mientos articulados sin que se produzcan deslizamientos. Entre 
18G0 y 1895 se hicieron muchos trabajos relacionados con estos 
mecanismos. James Watt no estaba satisfecho con el mecanismo 
empleado en la máquina a vapor para transformar el movimiento 
en línea recta del pistón en movimiento circular de las ruedas. 
Esta y otras consideraciones más fundamentales llevaron a una 
serie de intentos para construir una línea teóricamente recta. Esta 
recta (la inversa de una circunferencia con respecto a un punto 
sobre ella) fue lograda por fin por Peaucellier en 1864 e indepen¬ 
dientemente por Lipkin en 1871 (Bibliografía N? 25). Bricard 
obtuvo otra solución en 1895. El rápido desarrollo y popularidad 
del tema se manifiesta en que de veintiséis trabajos presentados 
a la Asamblea Genera! Anual de la Sociedad Matemática de Lon¬ 
dres el 11 de noviembre de 1875, seis eran sobre polígonos articu¬ 
lados. Probablemente este desarrollo alcanzó su cima en 1876 cuan- 
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do Alfrcd Bray Kempe presentó a la Sociedad Matemática de 
Londres un trabajo “Sobre un Método General de describir Cur¬ 
vas Planas de grado n-ésimo por medio de manipulaciones con 
polígonos articulados’’, donde se explica la construcción de un 
polígono articulado que sirve para trazar cualquiera curva plana 
f(x,y) = 0 de grado n-ésimo. En consecuencia, teóricamente, pue¬ 
de dibujarse por medio de estos mecanismos el gráfico de cualquier 
curva polinomia plana. Sin embargo, si damos un vistazo a algu¬ 
nos de los diagramas de polígonos articulados para las curvas de 
grados más altos (Bibliografía N*? 45), veremos que se complican 
demasiado para ser útiles al respecto. También se ha demostrado 
(Bibliografía NC 2; pág. 52) que ninguna curva trascendente, pue¬ 
de dibujarse por medio de polígonos articulados. Ultimamente, 
poco se habla de ellos, con la excepción de unos cuantos artículos 
que los recomiendan como ayudas visuales (Bibliografía N? 36 y 
41) o como materia de interés general (Bibliografía NO 25 
y NO 55). 

Sin embargo, la actual falla de publicidad sobre estos mecanis¬ 
mos no significa que estén fuera de uso. En efecto, se han descu¬ 
bierto muchas aplicaciones de ellos y se usan mucho. Una descrip¬ 
ción de los computadores, en cuya construcción se usa polígonos 
articulados, inventados en el Laboratorio de Radiación durante 
la Segunda Guerra Mundial, completa un libro de tamaño consi¬ 
derable. El pantógrafo (Ejercicio 4, Fig, vi-10) se emplea para 

copiar figuras (figuras semejantes) y 
para el trazado de puntos equipoten- t 
cíales en un campo eléctrico. El me¬ 
canismo que emplean algunos funcio¬ 
narios públicos para firmar muchos 
cheques simultáneamente es una for¬ 
ma de polígono articulado. Casi todas 
las maquinarias contienen polígonos 
articulados —en forma manifiesta o 
disimulada— como puede verificarse fácilmente consultando cual¬ 
quier texto sobre mecanismos. Desde el punto de vista del profesor, 
los polígonos articulados pueden servir mucho para mostrar a los 
estudiantes que la geometría no es solamente estática sino también 
dinámica (Bibliografía N.os 36 y 41). 

Los polígonos articulados dieron origen a sólo uno de los varios 
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métodos de construcción no clásica. Concluiremos este capítulo 
con una breve discusión genera! sobre las construcciones clásicas y 
no clásicas. 

EJERCICIOS 

1. Dados los pumos A, B, C, D, E, F, G, en la Fig. vi-3 que se encuentran en 
una circunferencia de centro O, demostrar que <¿OC =; <CO£ = <£OG si 
AH = Hfí = C] = ]D = EL ■= LF y BI = IC — DK = KE = FM = MG, 
en donde AH, HI, I], JK, LM y MG, son, cada una, una sola varilla. 

2. Dibujar un polígono articulado que divida a cualquier Angulo dado en 
cinco partes iguales. 

3 Dar dos ejemplos del empleo de polígonos articulados para ilustrar pro¬ 
piedades matemáticas dinámicas (en contraposición con propiedades estáticas) 
en relación con figuras geométricas. 

4. Se puede construir un pantógrafo con dos varillas largas AB, AC y dos 
cortas FI) — AE, unidas como en la Fig. vi- 10 de tal modo que AD = FE. Supon- 
' gamos que se mantiene fijo el punto Q sobre Alt y demuéstrese que a medida 
que V traza cualquier figura, R traza una figura semejante, siendo P, Q, R colí¬ 
males, es decir, demostrar que la razón QPjQJi es constante. 


VI -10 RESUMEN. Los tres famosos problemas de cons¬ 
trucción (Cap. vi-6) se formularon (Bibliografía 2; pág. 20) 
en una época tan antigua como el siglo v a. C. Durante aquel 
mismo siglo, Hipias de Elis ideó una solución no clásica del pro¬ 
blema de la trisección empleando la cuadratriz. Unos pocos años 
más tarde esta misma curva se empleó para resolver el problema 
de la cuadratura de un círculo. También se empleó la concoide en 
la trisección de un ángulo y en la duplicación de un cubo. Hacia 
fines del siglo ui a. C., estos tres problemas famosos podían resol¬ 
verse mediante métodos no clásicos. Los matemáticos griegos alcan¬ 
zaban la cúspide de su desarrollo; Euclides desarrollaba los funda¬ 
mentos de nuestra geometría plana y comenzaba a levantarse la 
geometría como ciencia. Sin embargo, los matemáticos tuvieron 
que esperar más de dos mil años para que el álgebra y la geome¬ 
tría se desenvolvieran lo suficiente para demostrar que los tres 
famosos problemas de construcción no podían resolverse utilizando 
únicamente regla y compás. 

A los matemáticos griegos antiguos les parecía que todas las 
construcciones de geometría elemental debían hacerse empleando 
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únicamente regla y compás. Es así como estas construcciones clási¬ 
cas han desempeñado un papel importante en el desarrollo de la 
geometría. En cierto sentido ellas son las precursoras de la geome¬ 
tría proyectiva. En el siglo x, un matemático árabe consideró cons¬ 
trucciones con regla y compás con una abertura fija. Mucho más 
tarde (siglo xix) Ponceiet y también Steiner demostraron que las 
construcciones con regla y compás eran exactamente equivalentes 
a las construcciones con regla y un círculo fijo (Bibliografía N<? 2; 
pág. 30). En 1672 Georg Mohr y hacia 1800 Lorenzo Mascheroni 
demostraron que se necesitaba únicamente compás para obtener 
cualquier punto que pudiera construirse con regla y compás. En 
seguida comenzó a desarrollarse la geometría analítica y en el si¬ 
glo xix Gauss pudo obtener un criterio analítico para determinar 
la posibilidad de construir polígonos regulares. Otros descubrie¬ 
ron que no se podían construir las raíces de las ecuaciones que re¬ 
sultan de los tres problemas de construcción famosos, y por consi¬ 
guiente estos problemas no podían resolverse empleando única¬ 
mente regla y compás. 

Los polígonos articulados se desarrollaron rápidamente durante 
la última parte del siglo xix. Pronto se demostró (Cap. vi-9) que 
toda curva algebraica, y en particular una linca recta, podía tra¬ 
zarse empleando polígonos articulados. Desde aquella época y 
continuando en el siglo actual, Félix Klein contribuyó grande¬ 
mente —gracias a sus famosas conferencias— a nuestro conocimien¬ 
to de casi todas las materias a que nes hemos referido anterior¬ 
mente. 

En este capítulo hemos considerado las construcciones clásicas 
con regla y compás en forma detallada (Cap. vi - Secciones 1 a 6). 
Nos hemos referido también a algunos métodos usados qn cons¬ 
trucciones no clásicas (Cap. vi • Secciones 7 a 9). Para triscctar 
ángulos arbitrarios ciados pueden emplearse marcas sobre una regla 
o curvas dadas adecuadas. Se pueden emplear polígonos articulados 
en una gran variedad de construcciones. Es posible inscribir en un 
circulo dado un polígono regular de cualquier número finito de 
lados utilizando un transportador. Algunos inventos como los que 
se acaban de citar nos permiten resolver problemas que no pue¬ 
den resolverse por métodos clásicos. Otros aparatos de uso corrien¬ 
te como compases de división, reglas paralelas, cuadrado fijo, 
círculo fijo, permiten simplemente abreviar la construcción de 
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algún problema clásico sin hacer posible la resolución de ningún 
problema más. En general, cualquier problema de construcción 
tiene solución si no se imponen restricciones en los métodos que 
se pueden emplear; algunos problemas de construcción no pueden 
resolverse (Teorema vi -1) si se emplea únicamente regla y com¬ 
pás. En consecuencia, hemos aprovechado los resultados obtenidos 
por Gauss, Klein y otros, hemos estudiado muchas construcciones 
clásicas corrientes, hemos desarrollado un criterio algebraico para 
determinar si se puede o no efectuar una construcción dada usan¬ 
do únicamente regla y compás, hemos aplicado este criterio a va¬ 
rios problemas clásicos, hemos estudiado unas cuantas construccio¬ 
nes no clásicas, y nos hemos referido brevemente a algunas apli¬ 
caciones modernas de estos métodos en la enseñanza y en la 
industria. 

Hemos insistido en los problemas de construcción clásica famo¬ 
sos (Cap. vi -6) y especialmente en el problema de la trisección. 
Nos hemos servido de este problema para ilustrar la aplicación 
de los Alé todos algebraicos en la solución de los problemas de cons¬ 
trucción clásica. Hemos visto que mediante las teorías algebraicas 
se puede demostrar que son inútiles inevitablemente todos los 
intentos para obtener una solución clásica. Esta aplicación de las 
teorías algebraicas a las construcciones geométricas ofrece un 
ejemplo de la interdependencia entre el álgebra y la geometría. 
El capítulo que queda brinda otro ejemplo de esta interdepen¬ 
dencia por medio del estudio de las representaciones gráficas de 
ciertas funciones algebraicas comunes. 

FJERCICIOS 

1. Construir polígonos regulares de 6, 7. 8 y 9 lados. 

2. Especificar cuáles de los siguientes conjuntos de números contienen úni¬ 
camente números susceptibles de construirse conforme a las restricciones clásicas: 
enteros, números racionales, números algebraicos, números reales. 

3. Repetir el Ejercicio 2 para números que sean susceptibles de construirse 
empleando polígonos articulados. 

4. Describir tres máquinas modernas en que se utilicen polígonos articulados 

5. Describir los polígonos articulados de tres instrumentos o máquinas co¬ 
munes que usted haya empleado. 

0. Discutir la contribución de Gauss al estudio de las construcciones. 
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CAPITULO VII 


Representaciones gráficas 


En la geometría cuclidiana es posible representar los números 
enteros, los números racionales, los números constructibles (Cap. 
vi - 4), los números reales (Cap. i - 12) como puntos sobre una 
recta. Los números complejos pueden considerarse como pares or¬ 
denados de números reales (Cap. i • 15) y representarse como pun¬ 
tos en un plano de la geometría eudidtana. Cualquiera función 
uniforme de una variable real x sirve para obtener pares ordenados 
de números que pueden representarse gráficamente. El presente es¬ 
tudio de los conceptos algebraicos interpretados mediante conceptos 
geométricos se basa sobre estas representaciones. En este capítulo 
trataremos principalmente gráficos de funciones algebraicos con 
coeficientes reales en espacios (reales) euclidianos. Estudiaremos 
los gráficos de varios tipos de funciones, diferentes métodos de tra¬ 
zar gráficos y varias aplicaciones de los gráficos y de los' métodos 
gráficos, 

Vil -1 LOS ESPACIOS E U C L 1 D I A N O Y 
C O M P L E J O . En el Capítulo vi nos servimos de la corres¬ 
pondencia biunívoca (Axioma de Cantor-Dedekind, Cap. i -12) 
entre el conjunto de puntos sobre una recta en la geometría 
cuclidiana y el conjunto de los números reales para la interpreta¬ 
ción geométrica de las cuatro operaciones racionales, listos concep¬ 
tos pueden servir para establecer un isomorfismo (Cap. i -8) entre 
el conjunto de puntos sobre una recta en la geometría cuclidiana 
y el conjunto de los números reales. También existen isomorfis- 
raos entre pares de números reales y el conjunto de pumos sobre 
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un plano euclidiano, entre triples de números reales y el conjunto 
de puntos en el espacio euclidiano tridimensional y, en general, 
entre «-tupios de números reales y el conjunto de puntos en el 
espacio euclidiano «-dimensional. 

De acuerdo con los isomorfismos citados, cualquier punto sobre 
una recta en la geometría euclidiana puede identificarse unívoca¬ 
mente por un número real (coordenada); cualquier punco sobre 
un plano euclidiano puede identificarse por dos coordenadas rea¬ 
les; cualquier punto sobre un espacio euclidiano tridimensional 
por tres coordenadas reales, .... y cualquier punto en un espacio 
euclidiano de « dimensiones por n coordenadas reales. En conse¬ 
cuencia, en la geometría de Euclides hablaremos de una recta 
como de un espacio unidimensional, hablaremos de un plano co¬ 
mo de un espacio bidimensional, y, en general, estudiaremos espa¬ 
cios euclidianos «-dimensionales para cualquier encero positivo n. 

También suele ser conveniente referirse a un conjunto de pun¬ 
tos'que pueden hacerse isomorfos con el conjunto de los números 
complejos, como a un espacio complejo unidimensional. Ya que 
un número complejo puede considerarse como un par ordenado 
de números reales, un espacio complejo unidimensional es iso- 
morfo con un plano euclidiano. Análogamente, un espacio con 
, dos coordenadas complejas es isomorfo con un espacio euclidiano 
tetradimensional. En general, un espacio complejo «-dimensional 
es isomorfo con un espado euclidiano 2n-dimensional. 

En nuestras breves descripciones anteriores de los espacios 
euclidianos y complejos no hemos considerado explícitamente reía 
ciones métricas o de distancia. En un tratamiento completo habría 
que incluir las relaciones de distancia al establecer los isomorfis- 
ínos citados anteriormente. 

Cualquiera función de n \ariables que se anula para uno o más 
conjuntos de valores reales de las variables (n-tuplos reales) tiene 
un gráfico en un espacio (real) euclidiano « dimensional, es decir, 
el conjunto de todos los puntos con coordenadas (n-tuplos) que 
hacen la función igual a cero. La función x* -f- y 2 — 1 representa 
el gráfico de un círculo de radio unidad en torno al origen en el 
plano euclidiano xy. La función x* -j- y‘ -j- I no tiene ceros reales 
y se dice que tiene un gráfico vacio en el plano xy. En consecuen¬ 
cia, una función polinomia en « variables puede o no puede tener 


s 11 r 



vij - 2 Polinomios • 


un gráfico no vado en el espacio euclidiano de n dimensiones 
(Cap. vil - 2). 

La situación es completamente diferente en un espacio con 
coordenadas complejas. Todo polinomio f(x) con coeficientes com¬ 
plejos y grado positivo tiene un gráfico en un espacio con tina 
coordenada compleja (Teorema iv - 3). Por ejemplo, x* — 1 tiene 
por gráfico a los puntos -j-1 y —1, sea que se considere que los 
puntos están en una recta real o en un espacio con una coordenada 
compleja similar a la estudiada en el Cap. i -16; x‘ -f- l tiene un 
gráfico vacío sobre la recta real pero los puntos i y —i son su grá 
fleo en un espacio con una coordenada compleja. Esta propiedad 
de los polinomios f(x) puede ampliarse (Ejercicios 4, 5 > (i) para 
demostrar que toda función algebraica de n variables tiene un 
gráfico no vacío en un espacio con n coordenadas complejas. 

£ J ERCICIOS 


1. Dar ejemplos de cuatro funciones de tres variables a) que tengan un 
gráfico no vado en E,; b) que tengan un gráfico vacio en E,. 

2. Dar ejemplos de tres funciones en ti variables, a) que tengan un gráfico 
no vacío en b) que tengan un gráfico vacio en £„. 

3. Demostrar que cualquier polinomio en una variable con coeficientes com¬ 
plejos tiene un gráfico no vacío en un espacio con una coordenada compleja 

4. Demostrar que cualquier polinomio en n variables con coeficientes com¬ 
plejos tiene un gráfico no vacio en un espacio con n coordenadas complejas. 

5. Demostrar que cualquiera función algebraica en una variable con coefi¬ 
cientes complejos tiene un gráfico no vacío en un espacio con una coordenada 
compleja. 

6. Demostrar que cualquiera función algebraica de ti variables con coefi¬ 
cientes complejos tiene tm gráfico no vacio en un espacio con ti coordenadas 
complejas. 

VJI-2 POLINOMIOS. Cualquier polinomio lineal en » 
variables con coeficientes reales tiene siempre un gráfico real en 
un espacio E„ euclidiano n-dimensional. Este gráfico es un pumo 
en Ei, una recta en E„ un plano en E„ y en general, un liiperplano 
en E„. En consecuencia, e! gráfico de una función lineal real de n 
variables es un E„., en E. para todos los valores positivos de ti. Cada 
uno de estos gráficos, E,..¡ espacios, dividen al E„ correspondiente 
en dos regiones, en una de las cuales la función es positiva y en la 


I J 1 3 . 



Maerut / Conceptos lur.darnentaíes de álgebra 

otra negativa. Los gráficos se llaman subespacios lineales y desem¬ 
peñan un papel importante en muchas teorías matemáticas avaiv 
zadas. 

Dada cualquiera ecuación lineal en n variables (n > 1) con 
coeficientes reales, se pueden encontrar mediante operaciones ra¬ 
cionales muchos n-tuplos reales arbitrarios de números para los 
cuales la ecuación se satisface. En consecuencia, se pueden encon¬ 
trar las coordenadas de muchos puntos arbitrarios sobre el gráfico 
mediante operaciones racionales. El gráfico queda totalmente deter¬ 
minado por n-tuplos (puntos) linealmente independientes (Cap. 
v-13). Por ejemplo, un plano está completamente determinado 
por tres puntos que no se encuentran sobre la misma recta (Cap. 
v -14) y, en general, un £„-, está completamente determinado por 
n puntos que no se encuentran en el mismo £„_,. Cuando los coefi¬ 
cientes de las n variables y el término constante son reales y dife¬ 
rentes de cero, los n puntos reales y distintos, es decir, las intersec¬ 
ciones del gráfico con los ejes coordenados determinan completa¬ 
mente el gráfico. 

Cualquier polinomio de grado n en una variable con coeficientes 
complejos tiene n ceros complejos (Teorema iv-2). Un polinomio 
(Je grado n con coeficientes reales tiene n ceros complejos pero 
puede o no puede tener ceros reales, como se ilustró en los ejem¬ 
plos -v* — 1, x’ -j- 1 citados anteriormente. Por consiguiente, una 
ecuación polinomia real en una variable puede o no puede tener 
un gráfico no vacío sobre la recta real. Por medio de exactamente 
el mismo razonamiento, resulta que un polinomio real en dos 
variables puede o no puede tener ceros reales correspondientes a 
un valor dado de una de las variables. Por ejemplo, x' -f- y’ — 25 
tiene ceros -f 3 y —3 para x = 4, pero no tiene ceros reales pat a 
x r= 6. Si un polinomio tal como x a -J- y* -j- l no tiene ceros reales 
para cada valor real de x, tiene un gráfico vacío en el plano eucli- 
diano. En general, si un polinomio en n variables no tiene ningún 
cero real para cada conjunto real de valores de n — 1 de las varia¬ 
bles, tiene un gráfico vacío en el espacio euclidiano ele n dimen¬ 
siones. 

El gráfico de un polinomio divide al espacio en dos regiones 
en las cuales el polinomio tiene signo constante, dado que cual¬ 
quier polinomio es una función continua de sus variables. Un 
polinomio en una variable cambia de signo si y sólo si la variable 
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pasa por un cero de multiplicidad impar (Cap. iv -13). Para dos 
o más variables debe considerarse la trayectoria del punto general 
(x„ x„ . .x n ) al pasar por un punto sobre el gráfico de f(x„ x„ 
.... x„). Por ejemplo, el polinomio x' + y‘ — 1 cambia su signo 
en (1, 0) a medida que el punto (x,y) cruza la recta y = 0, pero no 
cambia su signo (1,0) a medida que el punto (x, y) cruza la recta x 

— 1. En general, la multiplicidad m de un punto de intersección P 
de una curva C con el gráfico de un polinomio en n variables puede 
definirse estableciendo que a medida que el punto (x„ x„ ..x n ) 
cru 2 a la curva C., el polinomio cambia de signo en P, si y sólo si 
in es impar. Definiremos solamente la multiplicidad de la inter¬ 
sección de una recta y una curva polinomia en un plano. 

Supongamos que una curva polinomia dada ](x',y') y una recta 
dada se cortan en un punto P:(s, t) con una multiplicidad k, en 
que h debe determinarse. Por medio del cambio de variables (tras¬ 
lación, Cap. v -15) x — x' — s, y = y' — t, la curva f(x + s,y + t) 

— &(*> y) y I a recta dada expresada en las nuevas coordenadas se 
cortan en el nuevo origen con la misma multiplicidad k con que 
la curva f(x',y') cortaba a la recta dada en P. La ecuación de la 
recta tiene ahora la forma y = mx o bien la forma x = 0. Des¬ 
pués de sustituir en estos dos casos consideremos, respectivamente, 
los polinomios g,(x) = g(x,mx) y g,(y) = g(0, y). El valor de k 
queda entonces determinado por el hecho de que los términos de 
menor grado en g,(x) tienen grado h; o si la recta es x == 0, g^y) 
tiene grado k. Conforme a esta definición, se dice que una recta 
y una curva que no pasan las dos por el punto P, tienen una inter¬ 
sección de multiplicidad cero en P. 

El gráfico de un polinomio en n variables divide a un espacio 
euclidiano « dimensional en un número finito de regiones, en 
cada una de las cuales el polinomio tiene signo constante. El pro¬ 
blema general de determinar estas regiones [las soluciones de 0 < 
f(x„ x u .,.,*,)yO< ~f(x„ x„ .... x„)] y sus límites [Jas solucio¬ 
nes de 0 = f(x„ x„ .... x„)] aún no ha sido completamente resuel¬ 
to. No obstante, se ha hecho una considerable cantidad de trabajo 
con polinomios en dos o tres variables. En particular, estudiaremos 
ahora polinomios reales de grado dos en dos variables (Cap. vit - 
3) y polinomios reales de grado dos en tres variables (Cap, vil • 4). 
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EJERCICIOS 


1 . Escribir una ecuación lineal c-n ti variables reales y encontrar un con¬ 
jumo de n pumos que determinen su gráfico cuando ti es igual a a) 2; b) 3; 
c> 4; d) 5; «¡j 6: l) 10. 

2. Encontrar la mutliplidilad de !a intersección en el origen de la recta 
j = 0 con ca<Ia una de las siguientes curvas: 

M i, = x\ (<l) a- 1 + 3rV + x» * 0. 

(bl x = y/' 1 , (e) X a + = 1, 

(c) '/ - **. (f) x = 0 

3. EiicuilUar la multiplicidad de la intersección en el origen de cada una 
ile las siguientes rectas con cada una de las cunas del Ejercicio 2: n) x — 0, 
b) y = r. 

•1 Encontrar la multiplicidad de la intersección en (2, 1) de la recta >• = 1 
con cada una de las siguientes curvas: 

* (n) X + U - 3, (<D (a - - 2) 3 + ¡/* « 1. 

(b) x* + -y» = 5, <e) x 1 - Sjy. 

(c) x = V- (0 x- - 3¿y J = 1 

i. Rcpeiu el Ejercicio 4. empleando cada una de las siguientes rectas: a) 
* = 2: l>) x = 2y. 

VII. 3 SECCIONES CONICAS. La ecuación cua¬ 
drática general real en dos variables tiene la forma 

(Vil -1) Ax' -f Bxy -f Cy‘ + Dx + Ey + F = 0, 

donde se supone que los coeficientes son reales y que A‘ -+• B‘ -f 
C* 0. Los gráficos de las ecuaciones de la forma (vil - 1) se deno¬ 
minan secciones cónicas, dado que para cada conjunto de coefi¬ 
cientes reales para los cuales (vti-1) tiene un gráfico no vacío, 
el gráfico puede obtenerse por medio de la intersección de un 
plano y un cono circular recto (posiblemente degenerado). En 
esta sección estudiaremos brevemente el desarrollo de la hipérbola, 
de la parábola, de la elipse y del círculo como intersecciones de 
planos con un cono recto circular, es decir, como secciones planas 
de un cono recto circular. También mencionaremos varias propie¬ 
dades de estas secciones cónicas a manera íle repaso de geometría 
analítica. 

Un círculo puede definirse como el lugar geométrico de los 
puntos de un plano que equidistan de un punto fijo dado Q del 
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plano. Si hay un sistema de coordenadas (x,y) y una relación de 
distancia en el plano, el círculo es el gráfico de un polinomio 
(x — /;/ -J- (y — k)‘ — r*, en que su centro Q tiene coordenadas 
(h, k) y la distancia es r ^ 0. Un círculo con r 0 se denomina 
círculo punto y se clasifica como una forma degenerada del círculo. 

Consideremos un circulo real no degenerado con centro (¿ y 
sea P Q un punto fijo real arbitrario sobre la recta que pasa 
por y es perpendicular al plano del círculo. El lugar geométrico 
de los puntos del conjunto de rectas que unen a P con los puntos 
del círculo se denomina un cono recto circular (Fig. vn-1). El 
cono tiene dos mantos que se juntan en P. El lugar geométrico de 
ios puntos del conjunto de rectas perpendiculares al plano del 
circulo a través de los puntos del círculo se denomina cilindro 
circular recto (Fig. vii- 2) y puede considerarse como el caso 
límite del cono a medida que la distancia PQ crece indefinida¬ 
mente. 



Fie. vu -1 Fig. vii • 2 


Sea jt un plano real arbitrario y consideremos como anterior- ' 
mente el cono circular recto generado por rectas que pasan por el 
punto fijo P y un circulo no degenerado dado con centro Q. Sea a 
el ángulo constante entre las rectas generatrices y PQ. Se dice que 
un gráfico de la ecuación cuadrática (vu -1) es degenerado si y 
sólo si resulta de hacer pasar el plano a a través de P. Esta condi-, 
ción puede también expresarse algebraicamente como sigue (Bi¬ 
bliografía Nf 18; págs. 215-219) : El gráfico es degenerado si y sólo 
si A = 0, en que 


A 


2 A B n 
B 2C E 
D E 2F 
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Gráficos no degenerados de (vn -1) son una hipérbola, una 
parábola o una elipse según que D’ — 4AC > , =, < 0. Geomé¬ 
tricamente, estos tres casos se generan, respectivamente, según que 
el menor ángulo 0 entre el plano * y la recta PQ sea <, =, > a 
(Fig. vn - 3). (La normal al plano forma un ángulo con PQ igual 
al complemento de 0). Por ejemplo, consideremos el cono 3x' ~f~ 
3y’ — z‘ = 0, con a = 30°. Para cualquier número real k el plano 
z = k, con 0 igual a un ángulo recto, corta al cono en un círculo 
3x* -f 3)'* — A* = 0; el plano zr* + i con 0 — 45° > a coita al 
cono en una elipse 2x* -f- 3y“ — 2xk — k‘ = 0; el plano z — x\/3 

-j- k con 0 = 30° a= a corta al cono en una parábola 3y' — 2xA-\/3 
— k' = 0; y el plano x = 2x -j- k con 0 < a corta al cono en una 
hipérbola 3/ — x* — 4xk — k‘ = 0. 



« <e<90° 

Fig. vii—3 


Las cónicas degeneradas pueden identificarse algebraicamente 
o geométricamente. Desde un punto de vista geométrico (Ejerci¬ 
cio 1), una hipérbola puede degenerar en dos rectas que se cortan; 
una parábola en dos rectas coincidentes o en dos rectas paralelas 
(empleando un cilindro circular recto), y una elipse en un punto. 
La elipse se convierte en un círculo cuando 0 es un ángulo recto. 

En la mayoría de los textos de geometría analítica se demuestra 
(Ejercicio 6) que si los ejes coordenados efectúan una rotación 
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(Cap. v-15) igual a un ángulo y en que tg 2\jj — Bj(A — C) si 
A =f£= C y tp = 45° si A = C, la ecuación (vn -1) toma la forma 

(VII - 2) A’x' + cy + D’x + E’y -f F’ = 0 

También se puede demostrar (Ejercicio 7) que los números A -f 
C, B l — 4AC, y A permanecen invariables al efectuarse una rota¬ 
ción o una traslación de los ejes coordenados (Bibliografía N? 11; 
pág. 100). En consecuencia B‘ — 4 AC = — 4 A’C' y el gráfico, po¬ 
siblemente degenerado, de (vn • 2 ) es una hipérbola, parábola, o 
elipse según que A’C <, =, > 0. Ya que A' y C' no pueden ser 
ambas cero en la ecuación cuadrática (vu - 2 ), la ecuación general 
de una parábola no degenerada puede escribirse en una de las 
formas 

(VII - 3) (y — k)‘ = 2 p(x — h) 6(x — h)' = 2 p(y — k). 

Análogamente, si A'C 0, se hace h = — D'/2A 1 y k — _ 
E’/2C'. Luego una elipse no degenerada tiene una ecuación de la 
forma: 

(VII - 4) 0<o , 0<l 

y una hipérbola no degenerada tiene una ecuación de la forma 

(VII- 5) ~ h y _ (¿/ - W = 1 Q (?/ - A~) : _ (r - hp _ 

a- l>‘ a* 6- = 

La primera parábola de (vu-3) tiene eje y = k, vértice (h, k), 
y pasa por los pumos (h p/2, k ± p). Se puede definir en el 
plano como el lugar geométrico de los puntos equidistantes de la 
recta x = h — p/2 (denominada la directriz) y del punto (h -|- 
pl 2 , k) (llamado foco). 

La elipse (vu - 4) tiene centro (h, k) y, si suponemos que a‘ > 
V, los extremos de su eje mayor se encuentran en (h ± a, k), los 
extremos de su eje menor se encuentran en (h, k ± ó), y sus focos 
se encuentran en (h ±: yV — b‘, k). Si a‘ = b‘, es una circunferen¬ 
cia. La elipse puede definirse en el plano como el lugar geométrico 
de los puntos P tales que PF¡ + PF, = 2a, en donde F, y F s son 
los focos. 

La primera hipérbola de (vil - 5) tiene el centro en (h,k), los extre¬ 
mos de su eje mayor en (h ± a, k), sus focos en (h ± ya» 4 - b* 
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fe), y las asíntotas b(x — h) — ± a(y — fe). Se puede definir en 
el plano como el lugar geométrico de los puntos P tales que PF, — 
PF, — ±2 a. 

En consecuencia el gráfico real (en caso de que exista) de una 
ecuación cuadrática general (vn- 1 ) puede obtenerse como la sec¬ 
ción de un cono recto circular (posiblemente degenerado) inter¬ 
ceptada por un plano y se denomina sección cónica. La forma del 
gráfico puede determinarse mediante la cantidad B* — 4 AC y la 
característica (Cap. v-10) del determinante A- Se puede demos¬ 
trar que las definiciones de hipérbola, parábola, y elipse como 
lugares geométricos en un plano son equivalentes a las definiciones 
como secciones de un cono recto circular. En (Bibliografía N9 38; 
_ págs. 102-138) puede consultarse un estudio muy ameno de las sec¬ 
ciones cónicas; en (Bibliografía Ni* 18; págs. 171-236) puede con¬ 
sultarse un estudio más completo y en (Bibliografía N9 11) una 
historia de las secciones cónicas y superficies cuádricas. 

E J tüCIClOJ 

1. Dibujar figuras que ilustren en qué forma pueden obtenerse cada una 
de las siguientes cónicas degeneradas no vacías como secciones planas de un cono 
recto circular o de un cilindro recto circular: a), dos rectas que se cortan; b) dos 
rectas coinciden tes; c) dos rectas paralelas distintas; d) un punto. 

2. Hacer el gráfico de las siguientes secciones cónicas: 

(a) i’ + í s = 25, (e) x* - 2* = y, 

(b) 9*» + V - 3G, (í) x - v 5 - 2,j + 5, 

(c) 9x 5 - hf = 30, (g) y = x= - Gx + 7. 

(d) x’ = y + 2, 

3. Reconocer los gráficos de las ecuaciones siguientes: 

(a) x* - 2y* 4- 3x + y = 5, 

(b) x* - 2xv + y 1 - 2x + y + 7 = 0, 

(c) xy = 12 , 

(d) x 1 + 2xy + !/» + 2x + 2y + 1 » 0, 

(e) 3x’ + 2x.y - y' + 5x - 2ij + 1 =0, 

(f) x* + 2xy + v*- + 2 + V - 6 = o, 

(gj 2x 5 - xy + 3;/ : - 4x + G(/ = 0. 

4. Escribir cada una de las ecuaciones del Ejercicio 3 en la forma (vn-2). 

5. Hacer el gTáfico de las secciones cónicas del Ejercicio 3. 

6. Deducir la ecuación (vtt-2) de la (vn-1) considerando el efecto de una 
rotación (Cap. v-15) sobre (vu-1), mostrando como debe elegirse un ángulo de 
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rotación tal que desaparezca el término xy, y expresando los nuevos coeficientes 
respecto de los coeficientes antiguos y del ángulo elegido. 

7. Demostrar que cada una de las expresiones siguientes permanecen inva¬ 
riantes sometidas a la rotación empleada en el Ejercicio 6: a) A -j- C, b) B* — 
4AC,c) 

8. Encontrar la característica (Cap. v-10) del determinante £, correspon¬ 
diente a cada ecuación del Ejercicio 3. Examinar el significado general de la 
característica de &• 

VII-4 SUPERFICIES CUADRICAS. El grá¬ 
fico de una ecuación cuadrática f(x,y¿) = 0 en tres variables con 
coeficientes reales se denomina superficie cuádrtca. Si falta una de 
las variables en la ecuación f(x,y¿) = 0, como ser, z, entonces f(x, 
y,z) puede escribirse como f(x,y) y el gráfico en tres dimensiones 
(superficie cuádrica) de la ecuación cuadrática ¡(x,y) = 0 corta 
a todo plano z = c en una sección cónica (Cap. vn - 3) congruente 
con el gráfico de f(x,y) en el plano xy. En este capitulo hablaremos 
indiferentemente del gráfico de f(x,y) = 0 y del gráfico de j(x,y). 
Esta terminología es análoga a nuestras consideraciones anteriores 
respecto a las raíces de una ecuación polinomia f(x) = 0 y los ce¬ 
ros de un polinomio f(x). El gráfico de f(x,y) en tres dimensiones 
consiste en todos los puntos sobre rectas paralelas al eje z y que 
pasan por puntos del gráfico de f(x,y) en el plano xy. El gráfico en 
tres dimensiones es un caso especial de un cilindro (no necesaria¬ 
mente circular). Estrictamente hablando, un cilindro puede defi¬ 
nirse como una superficie que comprende todos los puntos sobre 
rectas que son paralelas a una recta fija y que pasan por puntos 
de una curva fija en un plano que no es paralelo a la recta fija. De 
esta manera el gráfico de cualquiera ecuación cuadrática real f(x, 
y,z) = 0 al que le falta una de las variables puede considerarse 
como un cilindro que tiene un eje coordenado x como recta fija 
y una sección cónica como curva fija en el plano coordenado que 
no contiene a la recta fija. Cualquier plano paralelo al plano de 
la curva fija corta al cilindro en una sección cónica congrucnte i 
(por traslación) a la curva fija. 

Supongamos que f(x,y^) = 0 es cualquiera ecuación cuadrática 
real en tres variables x, y, z y que mx -f- ny -f- rz -j- d = 0 es el 
gráfico de cualquier plano real (Cap. vn - 2). Entonces por lo me¬ 
nos uno de los coeficientes m, n, r es diferente de cero, y existe una 
rotación en el espacio tal que en el nuevo sistema coordenado el 
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plano citado tiene la ecuación z = c y la superficie cuádrica tiene 
la ecuación g(x,y¿) = 0, en que g(x,y¿) es un polinomio cuadrá- 
tico real. La intersección del plano y de la superficie cuádrica se 
encuentra ahora sobre el cilindro g(x,y,c) = 0 y, dado que g(x,y,c) 
es un polinomio cuadrático real en x e y, esta intersección es una 
sección cónica. Encontramos así, por rotación del sistema coorde¬ 
nado en forma tal que el nuevo eje z sea perpendicular al plano 
dado, que cualquiera sección plana de una superficie cuádrica es 
una sección cónica. El gráfico de cualquier superficie cuádrica se 
puede obtener teniendo presente las secciones planas (secciones 
cónicas) paralelas a los planos coordenados. Por ejemplo feV -f- 
a‘y‘ = a'b'z, siendo afe ^ 0 (Fig. vn - 4), tiene una sección elíptica 
en el plano z — c para todos los valores positivos de c, tiene un 
punto para c = 0 y ningún gráfico real si c es negativo. Tiene una 
sección parabólica para todos los valores reales de d cuando x = 
d ó y =. d, y se denomina un paraboloide elíptico. 

El problema de obtener la superficie 
cuádrica de sus secciones planas para¬ 
lelas a los planos coordenados es exac¬ 
tamente análogo a aquél de obtener 
una sección cónica de sus secciones li¬ 
neales paralelas a los ejes coordena¬ 
dos. Por ejemplo, la parábola y = x‘ 
corta a toda recta x == a en un solo 
punto y corta a la recta y = fe en dos 
puntos distintos cuando fe es positivo, 
en dos puntos coincidentes cuando fe 
= 0 , y en dos puntos imaginarios (grá¬ 
fico vacío en el plano euclidiano) 
cuando fe es negativo. El gráfico de la parábola puede imaginarse 
gracias a estas intersecciones, teniendo presente el hecho de que el 
gráfico es continuo (Cap. m-12 y Cap. m -13). Este método de 
determinar gráficos puede emplearse para el trazado de curvas de 
nivel que representan puntos de la misma elevación en los mapas, 
para el trazado de líneas isotermas que representan puntos de la 
misma temperatura, y en muchas otras aplicaciones de curvas de 
niveles como se señala en algunos textos de cálculo. En consecuen¬ 
cia, dado cualquier polinomio f(x,y), el problema de formarse una 
imagen de la superficie z = f(x,y) de las secciones planas en las 


» 
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cuales z = c, es el mismo que aquél de imaginar la topografía de 
un paisaje mientras se observa las curvas de nivel sobre un mapa. 

El método de determinar gráficos mediante secciones puede em¬ 
plearse también para formarse la imagen de gráficos de cuatro di¬ 
mensiones. En este caso las secciones se eligen mediante paralelas 
tridimensionales a la coordenada tridimensional. Por ejemplo x‘ 
_|_y* = i puede representar el gráfico de un círculo de radio uni¬ 
dad en el plano xy o un cilindro en el espacio tridimensional de 
modo que toda sección que resulte de la intersección con un plano 
z = c, es un circulo de radio unidad. Análogamente, *' -f >' + z* 
— 1 puede representar el gráfico de una esfera de radio unidad en 
un espacio tridimensional o un cilindro en un espacio tetradi- 
mensional tal que toda sección que resulte de la intersección con 
un espacio tridimensional w = c es una esfera de radio unidad. Las 
limitaciones de este método aplicado al espacio de cuatro dimen¬ 
siones, de cinco dimensiones, etc., residen en el hecho de que esta¬ 
mos habituados al espacio tridimensional y en la capacidad de for¬ 
marse imágenes mentales que tenga la persona que utilice el mé¬ 
todo (Ejercicios 9 a 14). 

Algunas superficies cuádricas tales como el hiperboloide de una 
hoja 


o’ ^ 6* c J - 


I 


(Fig. vn-5), contienen lineas rectas y se; denominan superficies 
regladas. Por ejemplo, consideremos los dos pares de planos 



para todo valor real de k la intersección del primer par de planos es 
una recta sobre la superficie cuádrica, 
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que resulta al eliminar k entre las ecuaciones de los dos planos. De 
esta manera se obtiene una recta sobre la superficie cuádrica para 
cada valor real de k. Análogamente, se obtiene un segundo conjunto 
de rectas sobre la superficie cuádrica si se consideran valores reales 
de m en las ecuaciones del segundo par de plano. Cuando se em¬ 
plean coeficientes y coordenadas complejas, toda cónica central (hi¬ 
pérbola o elipse) tiene un gráfico reglado. Los conos y los cilindros 
son ejemplos corrientes de superficies regladas en el espacio real 
tridimensional. Las superficies cuádricas reales pueden clasificarse 
en elipsoides,'paraboloides elípticos, etc., en relación con los coefi¬ 
cientes de los términos de segundo grado y con el número de líneas 
de la superficie que pasan por cada punto de la superficie. La ma- 
yóría de los textos de geometría analítica considera unas cuantas 
superficies cuádricas especiales. El propósito que nos guió en esta 
sección fue el de señalar que existe una teoría bastante compleja y 
una clasificación de las superficies cuádricas análogas a aquéllas de 
las secciones cónicas. Para mayores detalles se puede consultar los 
N.os 11, 1G y 18 de la Bibliografía, 

EJERCICIOS 

1. Dar un ejemplo de una ecuación cuadrática real general en tres 
variables. 

2. Indicar las ecuaciones de cinco cilindros en el espacio de tres dimensio¬ 
nes que tengan diferentes tipos de curvas fijas. 

3. Hacer el gráfico de las curvas fijas de los cilindros dados en el Ejercicio 2. 

4. Hacer el gráfico de los cilindros dados en el Ejercicio 2. 

5. Discutir las secciones que resultan en cada una de las siguientes superfi¬ 
cies cuádricas por medio de todos los planos z = c: 

(a) Ax 2 + 9¡j'- + 4s : = 3G, M) x» + y 2 = z\ 

(b) x s = 2 y, (e) x 2 - i 1 = 0. 

(c) x 2 - tf =L (0 -ri ~ 4y a = Sí. 

6. Repetir el Ejercicio 5 para todos los planos x = a c y z= b. 

7. Hacer el gráfico de las superficies cuádricas del Ejercicio 5. 

8. Dar los nombres de las superficies cuádricas del Ejercicio 5. 

9. Discutir el gráfico x — 1 en los siguientes espacios: a) el eje de las x; 
b) el plano xy; c) el espacio de tres dimensiones xyr; d) el espacio de cuatro 
dimensiones xyzv; e) el espacio de cinco dimensiones xyzwn. 
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10. Repetir el Ejercicio 9 para x* — 1. 

11. Discutir los gráficos de x‘ -j- y* = 4 en los espacios b) hasta e) del 
Ejercicio 9. 

12. Repetir el Ejercicio 11 para y = x‘. 

13. Discutir los gráficos de las ecuaciones polinomias del Ejercicio 5 en el 
espacio de cuatro dimensiones xyzw. 

14. Discutir los gráficos siguientes en un espacio de cuatro dimensiones: 

(a) x 1 + y* + z 5 + u>* = 1, 

(b) x + y + z + V) = 1, 

(c) i’ + i/’ ■= z’ + tu 5 . 

15. ¿Cuántas líneas de la superficie de un cono (Fig. vn-1) pasan por cada 
punto de ella? 

16. ¿Cuántas líneas hay en cada punto de un cilindro (en un espacio de 
tres dimensiones) que tenga como curva fija a una sección cónica no degenerada? 

17. Dada una ecuación cuadrática real general en tres variables (Ejercido 
l), escribir su determinante A análogo a aquel de la secdón cónica genera] del 
Cap. vil-S. 

18. Encontrar la característica de A de cada una de las superficies cuá- 
dricas de los Ejercicios 2 y 5. Hacer consideraciones sobre el significado general 
de la característica de A- 

VII-5 CURVAS PLANAS DE GRADO SU¬ 
PERIOR. Los gráficos de polinomios f(x,y) de grado mayor 
que dos en el plano xy se denominan curvas planas de grado supe¬ 
rior. Estos gráficos se han clasificado perfectamente para los casos 
en que f(x,y) tiene grado tres o cuatro, es decir, para las curvas cú¬ 
bicas y cuárticas. Muchas otras curvas se han estudiado ampliamen¬ 
te. En esta sección definiremos un punto singular y, en particular, 
un punto doble. En seguida clasificaremos puntos dobles y por úl¬ 
timo clasificaremos curvas planas cúbicas en relación a sus puntos 
dobles. Se mencionarán algunas propiedades generales de las cur¬ 
vas planas de grado superior. 

Se dice que un punto P de una curva, es un punto singular tíe 
ella si toda recta que pasa por P corta a la curva en P, con una 
multiplicidad (Cap. vn-2) de por lo menos dos. Si alguna recta 
que pasa por un punto singular P corta a la curva con multiplici¬ 
dad dos en P, entonces P es un punto doble. Cualquiera recta per¬ 
tenece completamente a una curva (es decir, es una componente 
de ella) de grado n o bien corta a la curva en, a lo sumo, n puntos. 
Esto se puede demostrar resolviendo simultáneamente una ecua- 
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ción f(x,y) = 0 de grado n y la ecuación de una recta, pues la ecua¬ 
ción resultante en una variable es idénticamente nula o de grado, 
a lo sumo, n. Análogamente, dos curvas de grado m y n tienen una 
componente en común o se cortan en, a lo sumo, mn puntos. Em¬ 
pleando estos argumentos, se puede demostrar que una curva de 
grado n puede tener a lo sumo i(n — 1) (n — 2 ) puntos dobles 
(Bibliografía Ní> 23; págs. 41-42). En particular, una curva cúbica 
tiene a lo sumo un punto doble (Ejercicio 1). 

En un punto cualquiera (no singular), 
una curva de grado n tiene una tan¬ 
gente única; en un punto doble, tiene 
dos tangentes; y en general, en un pun¬ 
to singular P tiene k tangentes si toda 
recta que pasa por P corta a la cyrva 
en P con multiplicidad por lo menos 
k, y alguna recta corta a la curva en 
P con multiplicidad exactamente k. 
Los puntos dobles se clasifican en no¬ 
dos si las tangentes son distintas, y 
cúspides si coinciden. Si las tangentes son rectas imaginarias con¬ 
jugadas, el punto doble se denomina punió aislado o acnodo. El 
Folio de Descartes, x' -f- y’ = 3axy (Fig. vn - 6 ), tiene un nodo en 
el origen y la recta x-4-y-}-a = 0essu asíntota (Cap. vn - 6 ); la 
parábola semicubica y‘ = x' (Fig. vn - 7) tiene una cúspide en el 
origen; y la curva y' = x'(x — 1) (Fig. vli - 8 ) tiene un punto ais¬ 
lado en el origen. 





Las curvas cúbicas se clasifican generalmente como sigue, te¬ 
niendo en cuenta sus puntos dobles: 

(i) Curvas cúbicas sin puntos dobles: cúbicas elípticas; 
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(ii) Curvas cúbicas con un nodo: cúbicas nodales; 

(iii) Curvas cúbicas con una cúspide: cúbicas cuspidales. 

Puede consultarse muchas propiedades de las curvas cúbicas en 

(Bibliografía N9 23; págs. 139-243) y (Bibliografía N<? 26; págs. 
201-263). 

Se puede clasificar también a las curvas cuárticas en relación 
con sus puntos singulares. En Bibliografía N*? 23. págs. 244-328, y 
N? 26, págs. 264-349, se puede consultar esta clasificación y muchas 
propiedades de las curvas cuárticas. 

Las curvas planas de cualquier grado n pueden considerarse se¬ 
gún sus puntos dobles y otros puntos singulares. En particular, cual¬ 
quier curva irreducible (Cap. vn - 9) que tenga su número máximo 
de puntos singulares, es decir, deficiencia cero, se denomina curva 
unicursal. Una curva unicursal se caracteriza porque las coordena¬ 
das de todo punto de la curva pueden expresarse racionalmente por 
medio de un solo parámetro. Las curvas unicursales son importantes 
en varias teorías matemáticas. 

Las dos secciones que siguen contienen mayores detalles sobre 
el trazado de curvas planas de orden superior. 

EJERCICIOS 

1. Demostrar que una curva cúbica Irreductible tiene a lo sumo utv punto 
doble. 

2. Hacer un gráfico de cada una de las curvas siguientes e indicar la ecua¬ 
ción correspondiente a) cúbica elíptica; b) cúbica nodal; c) cúbica cuspidal. 

VII -6 FUNCIONES RACIONALES. Un poli¬ 
nomio f(x,y) en x e y con coeficientes complejos puede considerarse 
como un polinomio en y con coeficientes pertenecientes al anillo 
de los polinomios en x con coeficientes complejos. La ecuación f(x, 
y) = 0 define, por consiguiente, a y como una función algebraica 
de x (Cap. iii -16). Si f(x, y) es de grado n en y, hay exactamente n 
valores complejos de y para cada valor de x, de modo que el coefi¬ 
ciente de y n no se anula. En consecuencia, una función algebraica 
no es, en general, uniforme para n mayor que uno. Para n = I, 
tenemos f(x,y) = p( x h — <¡( x ) — 0. donde p(x) y q(x)son polino¬ 
mios en x. En esta sección consideraremos el caso especial y = 
q(x)jp(x), en que p(x) y q(x) son polinomios en x primos entre si 
con coeficientes reales. 

Estudiaremos en especial las asíntotas y las intersecciones con los 
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ejes coordenados. El gráfico (Fig. vii- 9) de la ecuación 2x + 3> i= 
6 tiene intersecciones con el eje x en 3 y con el eje y en 2. En ge¬ 
neral, cada intersección de una curva con un eje coordenado puede 

encontrarse valiéndose del origen y dei 
punto unidad para determinar un seg¬ 
mento de longitud orientada igual a la 
coordenada del punto de intersección. 
Esta coordenada se denomina una iníer- 
sección de la curva (con uno de los ejes 
coordenados). En particular, los ceros 
reales de una función y = f(x) son las in¬ 
tersecciones de su gráfico con el eje x. 

Es fácil describir una asíntota. Supongamos que un punto va¬ 
riable P’ sobre el gráfico de f(x,y) se mueve de modo que una o 
sus dos coordenadas se hagan indefinidamente grandes. Si al mis¬ 
mo tiempo el punto P se aproxima indefinidamente a una recta ax 
-f- by •+• c =s 0, esta recta se denomina una asíntota del gráfico de 
f(x,y). Por ejemplo x‘y — 1 tiene a ambos ejes coordenados como 
asíntotas (Fig. vn -10); xy — Zy — 1 tiene a las rectas x = 2e 
y = 0 como asíntotas (Fig. vn -11). Las asíntotas de la forma y 
= c se denominan asíntotas horizontales; aquellas de la forma x = 
c, asíntotas verticales. Existen también otras asíntotas como, por 
ejemplo, la recta xj y -J- a = 0 de la Fig. vii - 6. 



y 




Fie. vii-11 


Las asíntotas horizontales del gráfico de un polinomio f(x,y) se 
obtienen igualando a cero los coeficientes de la más alta potencia 
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de X en f(x, y). Análogamente, las asíntotas verticales pueden obte¬ 
nerse igualando a cero los coeficientes de la más alta potencia 
de y. Por ejemplo, xy — 2y — 1 tiene una asíntota horizontal y s= 
0 y una asíntota vertical x = 2 (Fig. vn -11). 

La fundón y = q(x)/p(x), en que q(x) y p(x) son polinomios 
en x, se denomina f unción racional de x (Cap. ni - 3). Supondre¬ 
mos que q(x) y p(x) son primos entre sí (Cap. ni - 4). El gráfico de 
esta función racional tiene entonces intersección con el eje x en 
las raíces reales de q(x) y asíntotas verticales correspondientes a las 
raíces reales de p(x). Las asíntotas horizontales pueden igualmente 
obtenerse de inmediato (Ejercicios 2 y 3). Sea 


q(x) = a t x n 4- ai*" -1 -i-h a„, a t * 0, 

p(x) = 6 ,,*" + 6 |.r " -1 4- • • + 6 „. 6 0 0. 

Si n < m, el gráfico de q(x)li>(x) tiene como asíntota al eje x en 
ambos sentidos, positivo y negativo. Si n = m, el gráfico tiene a la 
recta y = a,¡b. como asíntota horizontal en ambos sentidos. Si 
n > m, no hay asíntotas horizontales. Frecuentemente se obtienen 
otras asíntotas de funciones racionales. (Ejercicio 5). Gracias a 
estas pocas reglas y a que la función cambia de signo en una asín¬ 
tota vertical x = b si y sólo si la raíz x = b es de multiplicidad 
impar en p(x), no es más difícil hacer el gráfico de la función ra¬ 
cional y = q(x)/p(x) que el del polinomio z = p(x) ■ q(x). En 
realidad, y y z tienen el mismo signo siempre que z 0 , dado que 
z = y [p(x)]‘. 

Consideremos el ejemplo 


(x - 2)(x* - 4)(2x - 7) 
x(x- !)’(* +3) 


La curva tiene intersecciones con el eje x en 2, 2, —2, y , asín¬ 
totas verticales en x = 0, 1, 1, — 3, y asíntota horizontal y = 2. 
En la Fig. vii -12 se presenta el aspecto general del gráfico. Se pue¬ 
de lograr un gráfico más exacto por medio del cálculo para ob- 
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tener los puntos de inflexión o simplemente trazando unos cuantos 
puntos más. 



Este método puede emplearse también para hacer el gráfico de 
funciones de la forma p(x)l* =: q(x). Considérese primero p(x)y 
= q(x) y luego hágase t = ± y/y'.'El gráfico en t y x será real sola, 
mente para aquellos valores de x correspondientes a valores nulos 
o positivos de y. Por ejemplo, para trazar el gráfico de la función 

¡(x, t) = x(x - l) 2 fx + 3)i» - (x - 2)(x 2 - 4) (Sx -7) = 0, 

hacemos primero el gráfico de la ecuación correspondiente, en que 
y = t', como en el ejemplo anterior. Del gráfico anterior resulta 
evidente que el gráfico de f(x, t) es real solamente para valores de 
x en los intervalos x < —3, — 2 5= x < 0, x = 2, y 7/2 g x. Lue¬ 
go el punto (2,0) es un punto aislado, la recta x = —3 es una 
asíntota vertical, las rectas t = ± y/2 son asíntotas horizontales, 
y el gráfico de f(x, t) es de la forma que se muestra en la Fig. vn -13. 
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ejercicios: 


1. Determinar las intersecciones de las curvas siguientes con los ejes x e y: 


(a) x/a + U'b = 1, 

(b) y = x*- 2x, 

(c) (x* - 4)ij = x + 5, 

(d) x-y - 2xy - x* + x + 6 = 0, 

(e) (*’ - 2x - 3 )y = x 1 - 2x* + x, 

(f) (x + l).y> = x(x - 2)*{x - 3) 

2. Considérese y = < 3 (x)/p(x) en la forma yp(x) = q(x) y examínense las 
asíntotas horizontales y verticales, valiéndose de los coeficientes de las potencias 
de mayor grado de las variables. 

3. La asíntota horizontal de y = q(x)¡p(x) puede determinarse como 
y = lira q(x)/p(x) siempre que el limite (finito) exista. Valerse de los métodos 

x~> co 

del Cap. m-ll para verificar que los enunciados formulados respecto de las asín¬ 
totas horizontales en el Ejercido 2, son válidos también según esta nueva 
definición. 

4. Obtener las asíntotas verticales y horizontales de las curvas del Ejercicio 
1, toda vez que existan. 

5. Escribir y = q(x)/p(x) en la forma s(x)/p(x) + r(x) en donde el grado 
de s(x) sea menor que el de p(x) y demostrar que el gráfico de la función ra¬ 
cional dada es asintótico con el gráfico del polinomio y = tifx). 
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VII- 7 FUNCIONES ALGEBRAICAS. Una 
ecuación polinomia f(x, y) = 0, en que f(x,y) se considera como un 
polinomio en y con coeficientes pertenecientes al anillo de los po¬ 
linomios en x con coeficientes complejos, determina a y como una 
función algebraica (Cap. m -16) y tiene como gráfico real una 
curva plana algebraica. El concepto de función algebraica es una 
ampliación del concepto de polinomio porque todo polinomio p(x) 
satisface f(x,y) — y — P( x )> es decir, un polinomio es un caso espe¬ 
cial de una función algebraica que surge cuando f(x,y) tiene la for¬ 
ma y — p(x). Análogamente, una función racional (Cap. vii-6 ) 
es un caso especial de una función algebraica que se origina cuan¬ 
do f(x,y) tiene la forma p(x)y — q(x). 

Hemos visto (Cap. ni-10) que cualquier polinomio p(x) es 
una función uniforme de x. Además, una función racional de x 
es uniforme siempre que esté definida (Cap. m - 3). Sin embargo, 
una función algebraica definida por una ecuación polinomia f(x,y) 
— 0 de grado n en y, puede tener n valores de y que corresponden 
a un valor dado de x. Por ejemplo, y' — x = 0 tiene asociados dos 
valores reales de y con cada valor positivo de x. En esta sección 
nuestro estudio se limitará a una introducción muy breve de una 
representación gráfica (la superficie de Riemann) de los n valores 
de la función algebraica y (no necesariamente reales y distintos), 
que corresponden a cada valor de x (Teorema iv - 2) . 

A menudo nos hemos referido a un polinomio con coeficientes 
reales con el nombre de un “polinomio real”. En algunos textos 
se dice que una curva es real si la función /(x,y) tiene coeficientes 
reales. Según esta definición una curva real puede tener sólo pun¬ 
tos imaginarios, como en el caso de x’ -f- y‘ + 1. Nosotros denomi¬ 
naremos un gráfico real de cualquier curva a aquél compuesto de 
los puntos reales cuyas coordenadas («-tupios reales) hacen que la 
función se anule. 

En el Capítulo i, al estudiar nuestro sistema de números, am¬ 
pliamos el sistema de números racionales y obtuvimos el sistema de 
números reales con el objeto de conseguir un sistema continuo (sin 
interrupciones en el eje de los números reales). En seguida amplia¬ 
mos el sistema de los números reales y obtuvimos el sistema de los 
números complejos y examinamos la propiedad de todo polinomio 
de grado n en una sola variable con coeficientes complejos que ten- 


)S3*( 



vil - 7 Funciones algebraicas 

gan exactamente n raíces complejas (Teorema iv - 2). Esto signifi¬ 
ca que el sistema de números complejos es cerrado algebraicamente. 

Se puede expresar geométricamente esto mismo en forma aná¬ 
loga, como sigue: se consideró una recta de puntos racionales con 
el objeto de obtener las raíces de codas las ecuaciones lineales con 
coeficientes enteros o racionales. Esta recta se amplió para obte¬ 
ner la recta real y asegurarse la continuidad, a saber, que cual¬ 
quiera curva que una dos puntos situados a los “lados opuestos” 
de una recta, corte a la recta. Finalmente, la recta real se amplió 
y se obtuvo el plano complejo con el objeto de representar todas 
las raíces de cualquier polinomio en una variable con coeficientes 
complejos. 

Geométricamente, se puede hacer una ampliación análoga res¬ 
pecto de los gráficos de las funciones algebraicas. En un espacio 
de dos coordenadas complejas, la ecuación y’ — x = 0 asocia exac¬ 
tamente dos valores de y con cada valor complejo de x. Estos valo¬ 
res de y son reales y distintos si x es positivo, reales e iguales si x 
= 0, conjugados imaginarios si x es negativo. Es difícil formarse 
una imagen de este espacio, ya que corresponde a un espacio eucli- 
diano tetradimensional. La variable compleja x está definida esen¬ 
cialmente sobre un plano euclidiano. Los dos valores de y pueden 
identificarse con dos superficies u hojas y = + \/x e y =s — \/x. 
En esta nueva superficie de dos hojas, denominada la superficie de 
Riemann de la función y‘ — x = 0, la función algebraica y = f(x) 
es uniforme. Las hojas de una superficie de Riemann suelen cru¬ 
zarse en puntos (denominados puntos de ramificación), ya que en 
un espacio de cuatro dimensiones, dos planos pueden cortarse en 
un solo punto. Aun cuando esta propiedad dificulta la formación 
de una imagen mental al respecto, el concepto de hojas ha resulta¬ 
do ser muy útil. 

En general, se asocia con toda función algebraica y(x), defi¬ 
nida por una ecuación polinomia f(x, y) = 0 de grado ti en y, 
una superficie de Riemann de n 'hojas en la cual la fundón es uni¬ 
forme. La superficie de Riemann es esencialmente el gráfico de < 
la función en un espado con dos coordenadas complejas. Se pue¬ 
den estudiar los puntos de la superficie de Riemann en la proximi¬ 
dad a los puntos correspondientes a x = a por medio de desarro¬ 
llos de series infinitas (Cap. m-11) en una variable t, en que x 
= a -j- T (Bibliografía N<? 8; pág. 32). Un estudio cabal de este 
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más bien complicado procedimiento puede consultarse en (Biblio¬ 
grafía N9 8). 

El resto de este capítulo está dedicado a unos cuantos procedi¬ 
mientos prácticos para la construcción de gráficos reales, a la reso¬ 
lución gráfica de ecuaciones algebraicas y a la determinación de 
ecuaciones empíricas. 


ejercicios: 


1. Dar tres ejemplos de cada uno de los siguientes tipos de funciones al¬ 
gebraicas de x: a) función polinomia; b) función Tacíonal que no sea un poli¬ 
nomio; c) función algebraica, pero que no sea función racional. 

2. Indicar el número de hojas en la superficie de Ricmann de cada una de 
las fundones escritas en el Ejercicio 1. 

VII- 8 TRAZADO DE CURVAS. El trazado de 
la curva de una ecuación dada puede efectuarse construyendo la 
curva mecánicamente, trazando numerosos puntos con cierto grado 
de precisión o trazando unos pocos puntos seleccionados y determi¬ 
nando la forma de la curva de acuerdo con su simetría, sus puntos 
singulares y sus asíntotas. Consideraremos brevemente cada uno 
de estos métodos. 

Alfred Bray Kempe resolvió completamente, en teoría, el pro¬ 
blema de construir mecánicamente el gráfico real de cualquiera 
curva plana algebraica f(x, y) = 0 de grado n empleando polígo¬ 
nos articulados (Cap. vi-9). En la práctica, estos mecanismos sue¬ 
len complicarse mucho y hacerse engorrosos a medida que n aumen¬ 
ta. Sin embargo, pueden construirse convenientemente muchas cur¬ 
vas planas corrientes utilizando polígonos articulados. Yates (Biblio¬ 
grafía NO 54) señala la construcción mecánica de muchas curvas; 
incluso la cardiode, la cassiniana, la cisoide, las secciones cónicas, 
la lemniscata de Bernoulli y el caracol de Pascal. Todos emplea¬ 
mos compás para trazar un círculo y, posiblemente, una cuerda 
enlazada a espigas fijas en los focos para dibujar una elipse. Al¬ 
gunas personas consideran que un pantógrafo (Ejercicio 4, Cap. 
vi-9) y algunos otros aparatos mecánicos son muy útiles. No obs¬ 
tante, la mayor parte de los métodos mecánicos requiere dema¬ 
siado equipo y a menudo aparatos muy especiales, para el uso co¬ 
rriente. 
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El trazado de una curva de grado n por medio de un gran nú¬ 
mero de puncos puede ser difícil así como tedioso. Las dificulta¬ 
des que se presentan se deben, algebraicamente, a que las raíces de 
las ecuaciones polinomias de grado n deben aproximarse; y, geomé¬ 
tricamente, a que la sucesión de puntos sobre la curva o la asocia¬ 
ción de los puntos trazados no es obvia de inmediato. En general, 
el método de trazar simplemente puntos es más útil en las curvas 
unicursales (Cap. vn-5). 

Existen varios métodos para simplificar el procedimiento de 
trazar numerosos puntos del gráfico de una curva cuya ecuación 
f(x, y) = 0 es dada. En primer lugar, es fácil trazar los puntos de 
intersección de la curva con los ejes coordenados y por lo menos 
corrientemente son tan fáciles de obtener como cualquier otro; las 
intersecciones con el eje x son los ceros reales de f(x, 0) y las inter¬ 
secciones con el eje y son los ceros reales de f(0, y). Por ejemplo, 
x‘ -f- y' — 5x -f- y — 6 tiene j(x, 0) = x‘ — 5x — 6, de donde las 
intersecciones con el eje x son 6 y — 1; /(O, y) = y* y — 6, de don¬ 
de las intersecciones con el eje y son 2 y —3. 

En segundo lugar, la curva puede ser simétrica respecto de cier¬ 
tos ejes o puntos, de modo que sólo una parte del gráfico necesita 
un trazado cuidadoso y el resto puede obtenerse por simetría. Por 
ejemplo, el gráfico de y — x' es simétrico respecto del eje y. En 
general, el gráfico de f(x, y) es simétrico; 

al eje x si f(x, y) = f(x, -y), 
al eje y si f(x,y) = f(-x, y), 
al origen si f(x, y) = f(-x, -y), 
y a la recta y = x si f(x, y) = f(y, x). 

Se pueden desarrollar pruebas para determinar la simetría respecto 
de muchos otros ejes y centros (Ejercicio 3), pero las anteriores son 
las más comunes y las más fáciles de aplicar (Ejercicio 2). 

Otro concepto que simplifica el trazado de puntos es el de las 
regiones excluidas. Frecuentemente, existen conjuntos de valores 
de una variable para los cuales el gráfico no tiene ningún valor 
real. Tales conjuntos de valores se denominan regiones excluidas. 
Por ejemplo, el gráfico de y = x’ no tiene ningún punto real para 
los valores negativos de y; el gráfico de y' = 2x — x* no tiene nin¬ 
gún punto real cuando x < 0 ó 2 < x; el gráfico de la Fig. vii-13 
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no tiene ningún punto real cuando —S ^ x < —2, 0 ^ x < 2, 
ó 2 < x <_L. 

Frecuentemente, es de especial interés el comportamiento de 
un gráfico en las proximidades del origen o de algún otro punto. 
Mediante una traslación x' = x — a,y' = y — b el comportamien¬ 
to de cualquier punto (a, b) puede ser estudiado como el compor¬ 
tamiento respecto del nuevo origen. En general, los términos de 
menor grado determinan el comportamiento de la curva en las pro¬ 
ximidades del origen. Dado cualquier polinomio f(x, y), sea g(x, y) 
— 0 la ecuación polinomia que resulta igualando a cero los térmi¬ 
nos de menor grado de f(x, y). Si g(x, y) es constante y diferente de 
cero, el gráfico de f(x, y) no pasa por el origen. En todo caso, los 
términos de g(x, y) son del mismo grado, es decir g(x, y) es un po- 
limonio homogéneo. Un polimonio homogéneo de grado r en x 
e y con coeficientes complejos se puede expresar siempre, teórica¬ 
mente, como el producto de r polimonios lineales con coeficien¬ 
tes complejos. Los gráficos de los factores lineales de g(x, y) son 
las tangentes a la curva ftx, y) = 0 en el origen. Por ejemplo, 
si f(x, y) = x‘ 4- y’ — 3 axy, en que a ^ 0 (Fig. vn-6), entonces 
g(x, y) = — 3 axy y las tangentes en el origen son x = 0 e y = 0. 
Análogamente, el gráfico de x’ -|- xy‘ + ax‘ — ay‘ = 0 tiene tan¬ 
gentes x + y = 0 y * - y =: 0 en el origen. 

Para hacer el gráfico de las funciones racionales (Cap. vn-6), 
son muy útiles las asíntotas horizontales y verticales. En general, 
dado cualquier polinomio f(x, y) de grado n, los términos de gra¬ 
do n y n — 1 determinan el comportamiento de la curva en los 
valores numéricos grandes de las coordenadas. Sea h(x, y) el poli¬ 
nomio homogéneo compuesto por los términos de grado n de f(x, 
y). Los gráficos reales de los factores lineales de hfx, y) son parale¬ 
los a las asíntotas del gráfico de f(x, y). En el ejemplo f(x , y) = 
x* -(- y» — 3 axy (Fig. vti-6), h(x, y) = x s -f- y s , y la única asíntota 
es paralela a x + y = 0. En general las ecuaciones de las asíntotas 
dependen de los términos de grados n y n — 1 (Bibliografía N9 27, 
pág. 13). Si h(x, y) no contiene un término x", sea p(y) el coefi¬ 
ciente de la potencia mayor de x en el polinomio original f(x, y). 
Entonces los gráficos de los factores lineales de p(y) son las asínto¬ 
tas horizontales de f(x, y). Lo mismo se puede decir respecto de 
las asíntotas verticales, como se ilustró en el Cap. vii j 6 al conside¬ 
rar las fundones racionales en la forma p(x)y — q(x). La teoría 
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general de las asíntotas incluye el Diagrama de Newton o triángu¬ 
lo analítico (Bibliografía Ní> 27, pág. 15). 

Hasta aquí hemos estudiado el uso de las intersecciones con 
los ejes coordenados, de la simetría, de las regiones excluidas, de 
las tangentes en el origen (o en cualquier otro punto determina¬ 
do) , y de las asíntotas en el trazado del gráfico de un polinomio 
f(x, y). Los puntos singulares (Cap. vii-5) pueden usarse también 
en forma efectiva. Frost (Bibliografía N*? 22) y Johnson (Biblio¬ 
grafía N9 27) tratan este tema en forma elemental y no supo¬ 
nen conocimiento alguno de cálculo. Hilton (Bibliografía N*? 26) 
aprovecha efizcamente conceptos matemáticos más avanzados. Con¬ 
cluiremos esta sección con un solo ejemplo de los eficaces méto¬ 
dos empleados en textos más avanzados, tales como (Bibliografía 
N? 26). 

Dado cualquier polinomio f(x, y) de grado n, podemos hacer 
que cada término del polinomio sea de grado n insertando una po¬ 
tencia adecuada de z y obtener, de este modo, un polinomio homo¬ 
géneo f(x, y, z). Por ejemplo, si f(x, y) = x‘ -}- y' — 3xy, entonces 
f(x, y, z) = x' y' — 3 xyz. En seguida, empleamos la notación f é 
para indicar la primera derivada parcial respecto de x de f(x, y, z), 
es decir, la primera derivada de ](x, y, z) con respecto de x, en que 
y y z se consideran constantes. Análogamente, /„ es la derivada par¬ 
cial de f. con respecto de y, etc. En el caso de f(x, y, z) = x 3 4 - y 1 
— $xyz, tenemos 


fr = 3x* - 3yz, 
/». = 6x, 
fx v = » -3z, 


/, = 3jr - 3xz, 
/*» = 6 y, 

/»« = f‘u “ “3x/ 


/. = -3 xy, 

- o, 

/xr * /zx = -3 y 


El gráfico del determinante de las derivadas parciales de segundo 
orden de f(x, y, z), 


H(x,y,z) 


fn Jly fu 

fvr fvv fvv < 
/x» fly /»» 


se denomina el hessiano de la curva dada (Bibliografía 26, pág. 
98). La importancia del hessiano se debe a que las intersecciones 
de una curva con su hessiano son precisamente los puntos singu¬ 
lares y los puntos de inflexión de la curva dada. Por ejemplo, el 
hessiano de x‘ + y’ — 3xyz es el gráfico del polinomio 
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//(*, y, z) 


Qx -3z —3 y 
-Zz (i y —3x 
-Zy —3x 0 


= — 54(x 3 + y 3 ). 


Las intersecciones de los gráficos f(x, y) = x‘ + / — 3xy y H(x, 
y) = — 5-i(x s -f y 3 ) deben también encontrarse sobre 54/(x, y) 
4- H(x, y) y, por lo tanto, sobre por lo menos uno de los ejes 
coordenados. En consecuencia, el único punto singular o punto de 
inflexión del gráfico de f(x, y) = x' + y* - 3xy se encuentra en 
el origen (Fig. vu-6). 

En esta sección hemos considerado varios métodos de hacer grá¬ 
ficos de curvas planas. No obstante, de ninguna manera hemos 
agotado el tema, ya que se puede escribir fácilmente la ecuación 
de una curva plana de grado superior cuyo gráfico no se puede 
obtener de inmediato por medio de estos métodos. En consecuen¬ 
cia, al reconocer la dificultad de representar gráficamente la ma¬ 
yoría de las curvas planas de grado superior, consideraremos el 
presente estudio sólo como un breve tratado de los métodos que 
pueden facilitar la representación gráfica de cualquiera curva pla¬ 
na dada de grado superior, pero no se puede esperar convertir la 
representación gráfica en una simple rutina. En la sección que si¬ 
gue estudiaremos unos cuantos tipos especiales de gráficos. 


EJERCICIOS 

1 Encontrar las intersecciones de las siguientes curvas con el eje x, y con 
el eje y i 

a) x’ - 8 * + y* + 7y + 12 = 0; 

b) x’ + y 1 — 3 axy = 0 (Fig. vu- 6 ), folio de Descartes; 

c) *y + x'- = 0 : 

d) xy' — x — Ay = 0: 

e) x'y* - x* _ 4y» = 0; 

fi x'y -j- a'y — o" = 0. curva verstera de Agncsi; 

g) x' -f xy' — 2ay'— 0, cisoide de Diocles; 

h) x‘ + xy• + ay 3 — 3ax* = 0 (Fig. vi-5), triscan?; 

i) x' xy* 4 - ax‘ — ay' = 0 , estrofoide; 

j) x'y -f b'y — a'x = 0 . serpentina; 

k) y' = x(* - 1 ) (* — 2 ); 

l) y* =—*’(* + 1 ) (* — 2 ). 
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2. Probar la simetría de cada una de las curvas del Ejercicio 1, con respecto 
a) al eje x; b) al eje y; c ) al origen; d) a la recta x = y. 

3. Inventar demostraciones para probar la simetría con respecto a cada 
una de las siguientes rectas; a) x = I; b) x = a; c) y = b; d) x — y = 0 . 

4. Indicar las regiones excluidas, si existe alguna, respecto de x e y en los 
gráficos de cada una de las curvas del Ejercicio 1. 

5. Encontrar las tangentes en el origen de las curvas siguientes; 


(ft) X U ' - **. (c) (* + 2)y* = x'(x + 1), 

(b) y 1 = *’(* - 1), (d) ztj 1 — x 3 = 

fi. Hallar las tangentes en el origen, si existe alguna, de los gráficos de cada 
una de las curvas del Ejercicio 1. 

7. Discutir el comportamiento de x‘ -f y’ — 6xy en (3,3) 

8 . Hallar los puntos singulares de cada una de las curvas siguientes emplean¬ 
do el hessiano: a) x' — xy‘ — >*; b) x* -f xy‘ — x. 

9. Hacer el gráfico de las curvas del Ejercicio 8 . [indicación; la curva del 
Ejercicio 8 (b) es reducible (Cap. vn-9) ]. 


Vil- 9 GRAFICOS ESPECIALES. Ahora vamos 
a estudiar cuatro métodos especiales para hacer gráficos. Estudia¬ 
remos los gráficos de curvas reducibles, gráficos que resultan de 
la composición de ordenadas, gráficos de funciones trascendentes 
y curva de Peano (curva que llena un área). 

Todas las veces que el polinomio f(x, y) puede factorizarse como 

f(x, y) = g(x, y) ■ h(x, y), 

se dice que el gráfico de f(x, y) es reducible y comprende a la to¬ 
talidad de los puntos sobre los gráficos de g(x, y) y h(x, y). Los 
gráficos de los factores de f(x, y) se denominan componentes del 
gráfico de f(x, y). Por ejemplo, el gráfico de x‘ -j- xy' — x (Ejer¬ 
cicio 8 b), Cap. vn-8) tiene dos componentes correspondientes 
a los factores x y x* + y* — I, respectivamente. De esta manera 
puede obtenerse el gráfico de cualquier curva reducidle haciendo 
el gráfico de cada uno de sus componentes. 

La representación gráfica de f(x, y) suele simplificarse a menu¬ 
do resolviendo la función para una de las variables, como ser, y — 
r(x), en que r(x) no es necesariamente un polinomio. Por ejem¬ 
plo. 
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2x 5 + y 2 - 2xy + 2x-2, 
al resolverla respecto de y, resulta: 

y = x ¿z V2 - 2x - x*, 

que se puede representar gráficamente como y = y¡ + y„ en don¬ 
de y, = x, y 

yz = ± y/2 - 2x - z* 

ó (x -f- 1)’ -|- y,‘ — 3. Si f(x, y) — 0 se resuelve respecto de y, este 
método de trazar la curva se denomina representación gráfica poi 
composición de ordenadas. 

En nuestro estudio nos hemos preocupado principalmente de 
los gráficos de polinomios. También pueden determinarse gráfi¬ 
cos de funciones trascendentes tales como y = sen x o y — 
[ogpX, en que 1 < p, por medio de varios polinomios: 

y = —x si x < 0, 

= 5 si x — 0, 

= x* si x > 0, 

o por otros símbolos tales como y = |x| o y = [x], donde el x en¬ 
tre paréntesis indica el mayor entero menor que o igual a x. Va¬ 
rias funciones semejantes a éstas se tratan en (Bibliografía N? 24, 
págs. 55-60). Es posible aún definir y, por muy equívoco que sea 
su gráfico, debido a la distancia entre las marcas correspondientes 
a los puntos trazados. Por ejemplo, supongamos 

y = 1 si x es racional, 

= 0 sí x es irracional. 

Dado que los números racionales son densos y los números irra¬ 
cionales son infinitos (Cap. 1-13) en todo segmento (a, b), siendo 
a < b, el gráfico de la función uniforme anterior resulta estar 
compuesto de dos rectas y = 0 e y = 1. En el Ejercicio 5, pueden 
hallarse varios otros ejemplos de gráficos que no pueden darse por 
un solo polinomio en x y en y. 

Concluiremos nuestro estudio sobre el trazado de gráficos re¬ 
firiéndonos a una curva con propiedades muy excepcionales, el 
arco de Peano, que llena un área, pues pasa por todos los puntos 
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interiores de un cuadrado. Se denomina arco porque cada punto 
de él puede determinarse por un solo valor real del parámetro t, 
0 < í < 1, del mismo modo, que los puntos interiores de un seg¬ 
mento unidad sobre el eje x pueden determinarse por un solo va¬ 
lor real de x, 0 < x < 1. En (Bibliografía N 1 ? 21, pág. 56) se puede 
consultar una descripción de la manera en que se asocian los pun¬ 
tos interiores del cuadrado con los valores reales de t, siendo 0 
< í < 1. Este arco tiene importancia en las teorías matemáticas 
ya que establece una correspondencia biunívoca entre los puntos 
de un elemento de un área (de dos dimensiones) y los puntos 
de un segmento de recta (de una dimensión!. 


EJIIOICIOS 


1. Trazar los gráficos de: 

(a) z(;r’ + !/’ - 2x + 2y - 7), 

(b) (x* - y’)(s* + 1/’ - 1), 

(c) x’ — x % y - 2x + 2 y. 

2. Representar gráficamente por composición de ordenadas o abscisas: 

(a) J» as x» + 1. 

(b) x* - 4xy + 4y‘ - x - 4, 

(c) *• + 6*y + 9y> + * + 6y + l = 0, 

(d) y = x ■+■ sen x. 

3. Hacer los gráficos de: 



X 


- M- 

x si x í 0 
x si x > 0. 


(d) y = \/x si x es el cuadrado 
de un entero, 

= x en todos los demás 
casos 


(e) y = 1 si x es racional, 

= —1 si x es irracional; 

(f) y* = |x|. 

(g) y 2 = x - [x]. 


VII-10 SOLUCIONES GRAFICAS. Si para 
obtener la solución de un problema se necesita observar las inter¬ 
secciones de rectas y curvas sobre un plano, ésta es necesariamente 
una solución aproximada. No obstante, una solución aproximada 
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suele ser muy útil. La adición gráfica que sigue es un ejemplo 
trivial dei procedimiento general. 

Consideremos la familia F de rectas x y = C y hagamos un 
cuadro trazando las rectas correspondientes a valores de C menores 
en valor absoluto que algún número positivo N. Puede hallarse 
gráficamente la suma a -j- b de dos números reales trazando el 
punto (a, b) y observando el valor particular de C que correspon¬ 
dería a la recta de la familia de rectas F que pasa por (a, b). 

Las aplicaciones de los métodos gráficos son muy numerosas. 
En la Bibliografía N? 46 se consideran la adición, la sustracción, 
la multiplicación y división, interés simple y compuesto, resolu¬ 
ción dé ecuaciones cuadráticas, cúbicas y cuárticas, la integración 
y la diferenciación. El uso de las curvas en el problema de la tri¬ 
sección se estudió en el Cap. vi-7. Muchas otras aplicaciones de 
los métodós gráficos pueden consultarse en la Bibliografía N9 33. 

Otra aplicación de las soluciones gráficas se encuentra en las 
reglas de cálculo y nomogramas. Por ejemplo, en la mayoría de 
las reglas de cálculo se puede hallar la raíz cuadrada de un nú¬ 
mero en la escala A mirando directamente debajo de ella (supo¬ 
niendo que los extremos de las escalas se corresponden) sobre la 
escala C. La correspondencia entre el número y su raíz cuadrada 
se puede mirar comúnmente gracias a un hilo cruzado (recta fina 
y movible perpendicular a las escalas). Por esto, la regla de cálcu¬ 
lo es un caso especial de gráfico alineado o nomograma. Muchos 
nomogramas consisten en tres rectas o curvas situadas con preci¬ 
sión, con escalas (posiblemente muy diferentes en unidades y en 
significado) marcadas sobre cada una de ellas. El nomograma se 
usa entonces colocando-una reglita sobre puntos en dos de las es¬ 
calas, según los datos dados, y leyeñdo el resultado en la tercera 
escala. Maurice d’Ocagne inventó algunos excelentes nomogramas 
y desarrolló métodos para resolver ecuaciones en más de dos varia¬ 
bles en el plano. Muchos de los procedimientos publicados en li¬ 
bros más recientes se basan sobre el trabajo de d’Ocagne. Para 
pormenores respecto de la construcción y uso de nomogramas se re¬ 
mite al lector a textos especiales sobre la materia. Concluiremos 
nuestro estudio de las representaciones gráficas con una breve dis¬ 
cusión del problema de hallar una ecuación o curva que corres¬ 
ponda a un conjunto dado de puntos. 
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EJERCICIOS 

1. Dibujar gráficos que puedan servir para aproximar cada uno de los si¬ 
guientes, siendo 0 g b íS 10: 

(a) Vb, (c) 'Vb, (e) v'T+3, 

(b) 6» + 1, (d) b¡. (0 v'fe + 3. 

2. Dibujar varias curvas de una famiiiu de curvas que sirvan para aproxi¬ 
mar cada una de las siguientes: 

(a) o + b, (c) ai, (e) a 1 + 2a6 + 6’. 

(b) a-b, (U) o/6, 

3. Resolver gráficamente los siguientes sistemas de ecuaciones y desigual¬ 
dades: 


(u) u = x, 

y < x-, 

> X. 

(b) 1 - i/* > 

0 < x < y. 


(c) sin x < ¡/ ¿ 1, 

.1*1 < 3. 

<d) l/i > l/y, 

x* + y 1 ° 25. 


VII -11 DETERMINACION DE CURVAS. 
Hasta aquí hemos trazado curvas de ecuaciones dadas. En esta 
sección, supondremos que se da un conjunto de valores correspon¬ 
dientes a dos variables y procuraremos encontrar la ecuación en¬ 
tre las dos variables que mejor convenga a los datos dados y a las 
condiciones del problema. A menudo los datos se han obtenido 
por medio de la observación o de la experimentación y al formar 
una ecuación entre las variables se puede lograr una mejor com¬ 
prensión del problema. 

Siempre es posible hallar una curva de grado menor o igual a 
n — 1 que pase por n puntos dados. Sin embargo, puede ocurrir 
que nuevos conjuntos de valores del gráfico no se aproximen a 
los nuevos valores correspondientes del problema, Nos referiremos 
a algunos métodos para determinar una ecuación, denominada 
ecuación empírica , que se satisfaga aproximadamente con los da¬ 
tos dados. Por ser la línea recta la curva cuya imagen se capta más 
fácilmente, la consideraremos en varios tipos de escalas coordena¬ 
das. Para medir si una ecuación empírica es adecuada o no se suele 
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utilizar promedios o el método de los cuadrados menores, es decir, 
se reduce al mínimo la suma de los cuadrados de las diferencias 
entre ios resultados de los datos dados y aquellos que se desprenden 
de la ecuación. El tema de la determinación de curvas a partir de 
datos dados entre las variables se estudia en muchos textos de geo¬ 
metría analítica, por ejemplo, en (Bibliografía N? 38, págs. 204- 
223). Se pueden consultar estudios más completos sobre esta mate¬ 
ria en Bibliogría N 1 ? 14, págs. 3-88; N 1 ? 33, págs. 120-169. 

El gráfico de y = ax -}- b en papel corriente para gráficos es 
una línea recta con pendiente a y que corta al eje y en b. A la in¬ 
versa, cada vez que ios puntos correspondientes a los datos dados 
parecen encontrarse sobre una línea recta en papel corriente para 
gráficos, ellos pueden satisfacer (mediante un cambio de coordena¬ 
das si la rect? es paralela al eje y) muy aproximadamente una ecua¬ 
ción de la forma y = ax -j- b. Las constantes a y b pueden calcu¬ 
larse fácilmente basándose sobre los datos dados o en el gráfico 
de la recta. 

El método de los promedios se aplica a la relación lineal y = 
ax -f b, como sigue: Por ejemplo, los pares dados de valores 

x 1 2 3 4 5 6 7 

y 3.20 4.30 4.80 6.10 7.00 «.20 9.10 

se dividen en dos conjuntos (dado que hay que determinar dos 
constantes) aproximadamente iguales en número. Por ejemplo, 
tomemos los primeros tres y los últimos cuatro pares de datos ante¬ 
riores. En la relación lineal se sustituyen los pares de cada conjunto 
y obtenemos las ecuaciones aproximadas 

3.2 = a + b, 6.1 = 4a + b, 

4.3 = 2 a + b, 70 = 5a 4- b, 

4.8 = 3a 4- 6, 8.2 = 6a + b, 

9.1 = 7 a + b-, 

Los elementos de cada conjunto se suman 

12.3 = 6a + 3 b, 30.4 = 22a + 4 b, 
y las dos ecuaciones que resultan se resuelven simultáneamente 
para a = 1 y b = 2.1 para obtener la ecuación empírica y =. x 
-f- 2.1. También puede usarse el método de los promedios para 
adecuar una parábola y = ax' -f- bx -|- c a partir de los datos 
dividiendo los pares de valores en tres conjuntos y resolviendo las 


) 346< 



vi» - 11 Determinación de curvas 


tres ecuaciones lineales resultantes respecto de tres parámetros a, 
b, c. 

Cuando se aplica el método de los cuadrados menores a la ecua¬ 
ción lineal y = ax -{- b determina principalmente valores de a y b 
tales que 

n 

Z) = 2 (ax, + b - y,y 
/-1 

es un mínimo donde hay n pares de valores (x„y,), j — 1, 2, .. n, 
en los datos dados. Esto se puede hacer resolviendo las dos ecua¬ 
ciones lineales diferenciales bD/ba = 0, bD/bb = 0 simultánea¬ 
mente para a y b. También se puede hacer (Bibliografía N 1 ? 38; 
págs. 219-222) resolviendo simultáneamente las ecuaciones 

2^ = a 2 z ' + n6 ’ 

2 x >Vi “ a^xl + b^x,. 

Sí las ecuaciones aproximadas y, = ax, -f- b forman una columna 
y las x,y, = ax,‘ -f- bx, otra, resulta para el ejemplo anterior 

3.2 = a 4- fe 3.2 = a + 6 

4.3 = 2a + b 8.6 = 4a + 2b 

4.8= 3a 4- b 14.4= 9a + 36 

6.1= 4a-I- 6 24.4 = 16a + ib 

7. = 5a + 6 35. = 25a + 56 

8.2 = 6a + b 49.2 = 36a + 66 

9.1 = 7a 4- 6 63.7 = 49a-i- 76 

42.7 = 28a + 76 198.5 = 110a + 286 

de donde a = 0.99 y b = 2.14, y resulta la ecuación empírica y = 
0.99x -f 2.14. Es obvio, que estos métodos se pueden aplicar con 
ligeras modificaciones a las relaciones lineales log y — a log x 
log b y log y = ax -f b, la que acabamos de considerar. 

La ecuación y = bx° es equivalente a log y =' a log x -f- log b 
que es lineal en log y y en log x. En consecuencia, se emplea papel 
logarítmico, donde las distancias Ox y Oy representan los logarit¬ 
mos de x y de y respectivamente, en vez de sus magnitudes. Siempre 
que los puntos correspondeintes a los datos dados se presenten 
sobre una línea recta en el papel logarítmico, ellos pueden sa¬ 
tisfacer aproximadamente una ecuación de la forma y = bx’ 
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y las constantes pueden determinarse fácilmente por medio del grá¬ 
fico. Este método se puede hacer extensivo a y — 6 x“ -\- c conside¬ 
rándola en la forma log (y — c) ~ a Iog x -f Iog b. El valor de c 
puede calcularse por ensayo y error o gráficamente (Bibliografía 
N* 14; pág. 12). 

Hacemos notar también que y = lO"'” + c puede considerarse 
en la forma Iog (y — c) = ax 4 . ¿1 como un gráfico lineal en papel 
semilogarítmico. Finalmente, cuando la razón de cambio de una 
variable con respecto a la otra es lineal, tenemos 

|2-2ox + S 

Ax 

y las variables pueden relacionarse por medio de 

^ = 2 ax - 1-6 or y = ai 2 + 6 x + c. 
ax 

Si los recíprocos de x e y están relacionados linealmente, es decir. 


entonces 

'“STV 

Hay otros tipos comunes de ecuaciones empíricas, pero las anterio¬ 
res dan a conocer uno de los usos de los diferentes papeles coorde¬ 
nados y algunas de las ventajas de los métodos gráficos. Un estudio 
más amplio de las ecuaciones empíricas puede consultarse en (Bi¬ 
bliografía N9'14) y en muchos textos sobre estadística, 

EJERCICIOS 

1 . Por medio del método de los promedios hallar una ecuación de la forma 
y s a* -p b que se satisfaga aproximadamente con ios siguientes datos: 

x I 2 3 5 10 12 
y 22 4.3 6 5 11 21 24 

2 Trazar los pumos dados sobre la recta que se obtuvo en el Ejercicio 1. 

3. Hallar una ecuación de la forma y = ax’ 4 - bx c para los datos dados 
en el Ejercicio I. 
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VII -12 CONCLUSION. En este capítulo hemos consi¬ 
derado las relaciones entre los gráficos y las ecuaciones. Desde la 
Sección 1 hasta la Sección 10 nuestro interés principal residió 
en obtener el gráfico de una función dada; en la Sección 11 nos 
preocupamos de hallar una ecuación de cierto tipo valiéndonos 
de la curva que mejor se ajustara en los puntos ocrrespondientes a 
ciertos datos dados. Estas consideraciones ilustran la importancia 
de las relaciones entre los conceptos fundamentales de álgebra y 
los conceptos fundamentales de geometría. En particular, hemos 
visto que muchos problemas algebraicos pueden expresarse geomé¬ 
tricamente y, análogamente, muchos problemas geométricos (por 
ejemplo, las construcciones clásicas del Cap. vi) pueden expresarse 
algebraicamente. Como se puede ver, un estudio de los conceptos 
básicos de cualquiera rama de las matemáticas, y en particular 
nuestro estudio de los conceptos fundamentales de álgebra, en este 
texto, amplían nuestro conocimiento de todos los aspectos de las 
matemáticas. 
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Parábola 320 / scmicú- 
bica 328 

Paraboloide cúbico 328 
/ elíptico 324. 

Parte imaginaria de los 
números 64 / real 
de un número 64. 

Pcano, postulado de 22- 
23. 

Pendiente 171 

Permanencia 203, 227 

Permutación 225 / cla¬ 
ses 227 / finita 229 
/ impar 227 / par 
227. 

Pitágoras. teorema 131. 

Pitagórica, ecuación 
131-133. 

Plana, figura 297. 

Piano complejo 66 / 
n-dimensional 814. 

Polígonos articulados 

306-310. 

Polinomias, ecuaciones 
177 220 


) 3591 



Meserve / Conceptos lundamcntaJes de álgebra 


Polinomios 135-176, 188- 
196, 208, 814-330 • / 
anillo de 137-138 / 
asociados 141-142 / 
ceros de 178 / deri¬ 
vados de 170-172 / 
elementales simétri¬ 
cos 186, 188-195 / 
grado de 136-137 / 
gráficos de 314 329 / 
homogéneos 240, 338 
I Independientes 142 
I irreductibles 145- 
148, 188 / primiti¬ 
vos 141 / primos en¬ 
tre si 141 / reales 
205 / reducibles 145 
I simétricos 194-196 
I de Sturm 208. 

Postulado de Arqulmi- 

des 89. 148 / de De- 
dckind 47 / de los 
números reales 40-50. 

Potenciación 32. 

Primitivas, mices 70 77, 
121-123 / soluciones 
132. 

Primos, números 91-101 
¡ entre si 8.7, 122, 
141 / de Merscnne 
96. 

Principal, ideal 154 / 
menor, 259 / valor 
70-74. 

Principio de inducción 
completa 23. 

Problema de Délos 300 
/ diofánticos 131-133. 

Producto interno 255 / 
de matrices 255-256 
I ordenado 282 / 

símbolo de 99. 

Promedio aritmético 37 
/ geométrico 291, 
294. 

Pruebas para la divisi¬ 
bilidad 118-120. 179. 

Punto aislado 328 / de 
círculo 318 319 / en¬ 


tero 51 / doble 328 
/ ramificación 335 / 
reflexión de un 285 
I singular 327. 

R 

Racionales, funciones 
139, 329-333 / nú¬ 
meros 33-41, 113- 

114 / operaciones 18 
/ rafees 194. 

Ratees, acotación de 
206, 210-211 / aislar 
211 / conjugadas 

imaginarias 187 / 

construcción de 296- 
298 / de ecuación 
177. 183-185, 191 196, 
211 . 212-216 / extrac¬ 
ción de 32 / imagi¬ 
narias de los núme¬ 
ros complejos 187- 
188 / limite de 206, 

211 / multiplicidad 
de 212 / múltiples, 
teorema de Sturm 
214 / primitivas 76- 
77, 121. 123 / racio¬ 
nales 194 / simples 

212 / transformacio¬ 
nes de 191-196 / de 
la unidad 76, 121- 
123. 

Ramificación, puntos 
de 335. 

Rango de una función 
155. 

Real, gráfico 334. 

Reales, ecuaciones 205 / 
números 42, 44, 46- 
50, 55-56. 

Reciproco, módulo 128- 
129. 

Reducida, ecuación cú¬ 
bica 198. 

Rcducible, curva 341 ¡ 
polinomio 145. 

Reducción al absurdo 
42. 

Reflexión de un punto 
285. 


Región excluida 337. 

Regla 289 / de Cramcr 
222. 260-263 / de los 
signos de Descartes 
202-207. 

Relaciones binarias 19 
/de equivalencia 20- 
21 / de identidad 

140, 177 I de orden 
de enteros no nega¬ 
tivos 29-31, 33 / de 
orden de números 
cardinales 56 / de 
orden de números 
complejos 17 / de 
orden de números 
racionales 34-42 / de 
orden de números 
reales 46-51 / refle¬ 
xiva 20 / simétrica 
20-21. 

Representación expo¬ 
nencial de los núme¬ 
ros 69 / trigonomé¬ 
trica de los números 
69. 

Residuales, clases 120- 
123. 153. 

Residuo módulo 120 / 
sistema completo 
121 / sistema redu¬ 
cido 122-123. 

R-ésímo, menor 252, 

Resolvente cúbica 201 - 

202 . 

Resto, teorema del ISO, 
178. 

Ricmann, superficie de 
334-335. 

Rotación 280. 

S 

Secante 171. 

Segmento 155. 

Serie infinita 162-174 / 
de Taylor 173-170. 

Símbolo de la suma 
236. 

Simétricas, funciones 
195-196 / gráficos 

337 / polinomios 
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Indice alfabético 


191 196 / relaciones 

20 - 21 . 

Sintética, división 179- 
182. 206. 

Sistemas ele ecuaciones 
lineales 260 - 268 . 

Soluciones 33. 128. 131, 
132, 177 / aproxi¬ 
madas 217-220 / grá¬ 
ficas 343-345. 

Sumo, funciones ele 
208 / polinomios de 
208 / sucesiones 208. 
213-214 / teorema 

de 207-213 I teorema 
para rafees múltiples 
214. 

Snbeonjunto 16-17. 

Subespacio lineal 315. 

Sucesión 158 / de Cau- 
chy 55, 160. 176 / 
convergente 160 / di¬ 
visión 208 / infinita 
162, 174 / limite de 
159 / nula 159 / de 
Sturm 208. 213-216. 

Suma, símbolo de 236, 

Superficies cuádrlcas 
323 / reglada 325- 
326 / de Riemann 
334-315. 

Sustracción 32. 

T 

Tangentes 171 / en el 
origen 338. 

Tavlor. fórmula de 173 
/ serie de 173-176. 

Teorema de Bolzano- 
Weicrstrass 55 / de 
Cantor-Dcdckind 52, 
55 / cb ¡no del resto 
130 / de Dedekind 
47 / de De Moivre 
74-79 / de Euler 126 
I del factor 178 / 


de la (aclorización 
única 98 / de Fer- 
mat, simple 126-127 
/ de Ecrmat, último 
131-133 / fundamen¬ 
tal del álgebra 184 
/ fundamental de la 
aritmética 98 / fun¬ 
damental para siste 
mas de ecuaciones li¬ 
neales 265 / «le Hei- 
ne-B^rel-Lebcsgue 55 
I de Pitágoras 131 / 
del resto 178 / de 
Sturm 207-213 / de 
Witson 131. 

Teoría de las ecuacio¬ 
nes 177-220 / de los 
números 85-133. 

Tetradimcnsional, espa¬ 
cio 323 327. 

Tom.abawk 306. 

Totient de m 122. 

Transfinico, número 
cardinal 56. 

Transformaciones, affn 

283 / elementales 

259 / de Elididos 

284 / geométricas 

279-286 / grupo de 

285 / homotéticas 

286 / de identidad 
285 / inversas 285 / 
lineal birracional 193 
I producto ordenado 
de las 282 / de raí¬ 
ces 191-196. 

Transitividad 20-21. 

Transposiciones 229- 
234. 

Trascendente, función 
175-176 / número 45. 

Traslación 279-280. 

Trazado de curvas 308, 
336-343. 

Triangular, matriz 250. 

Trinomio 136. 


I'iigonoinétrica, repre¬ 
sentación de los nú¬ 
meros 69. 

Trisección de un ángu¬ 
lo. clásica 301, 302 ¡ 
no clásica 303 308 / 
de ArrpiímidtíS 304 / 
de Ktíinptí 307. 

Trlscctriz de Maclaurin 
305. 

U 

Unicursal, curva 329. 

Unidad 2G, 27, 87 / raí¬ 
ces de la 76-77, 121- 
123. 

Unidades 87. 91, 141. 

Uniforme, función 155. 

Uno a uno, correspon¬ 
dencia 14 

V 

Vacío, conjunto 17, 47 
I gráfico 314 

Valor absoluto 89. 66 / 
principal 70 74. 

Vandcrnjondc, determi 
nante 251-252- 

Variable, 127 128, 135 / 
cambio de 151-153, 
181-183 / dependien¬ 
te 154 I cutera posi- 
liva 155 I indepen¬ 
diente 154 ! real 

continua 155. 

Variación 202-203. 

Vector 69 

Vertical, asíntota 330, 

W 

YV'ekrtstrass, teorema de 
55. 

Wilson, teorema de 131. 
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Símbolos y Notación 

Los símbolos y notación siguientes aparecen por primera vez y se definen 


en las páginas que se indican a la izquierda. 


PACUNA 


16, 19 


16, 29 

< 

16, 29 

> 

21 

¥= 

23 

a * 

33, 34 

n/b 

37 

[a-b] 

39 

kl 

47 

^*1- 

57 

No 

64 

(a, b) 

66 

n(z) 


1*1 

80 

*1*1 


m 

82 

n*(i) 

86 

6|a 

87 

(a, b) 

87 

K *>} 

95 

b a 

99 

II 

107 

334 0 

110 

a == b (mocl m) 

121 

a já b (mod m) 

121 

[r] (mod m) 

122 

<tt m ) 


l-AUINA 

137 

P(*) 

154 

í(x) 

157 

M 

158 

W 

159 

e 

159 

Ni 

litn «„ 

162 

n-> co 

oo 

163 

n = l 

165 

lim f(x) 

165 

x-*a~ 
lim f(x) 

168 

x~»a * 

8.. 

170 

P'(x) 

172 

P‘"(x) 

210 

s. 

224 

[a.J, t, 7 = 1. 2 , 

224 

\a„\, i , j = 1, .2, 

225 

Pn 

229 

(ab) 

236 

2 

253 

CS-, 

339 

f. 




